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1. fejezet

Elméleti hattér

1.1. A probléma formalis leirasa

Egy rendszer hotranszferének a vizsgalataban, mint minden mérnoki rendszer vizsgalataban, elso
lépésben fel kell irnunk a megfelel6 mérleg egyenenleteket. Egy teljesen altalanos ilyen mérleg
egyenlet valahogy igy néz ki:

6ssz = be — ki + generdlt — elnyelt (1.1)

Hotranszfer esetén az  energia mérlegegyenletét  kell —meghataroznunk.  Miel6tt
megfogalmaznank az energia mérlegiinket, néhany kikotést kell tenniink:

— Nincs momentum transzfer. Nincs hotranszferiink konvektiv tton.

— Nincs tomegéaramlas.

— Nincs energia bevitel/kivétel mechanikai munka altal.

— A hékapacitas C), és a termikus vezetéképesség k, nem fiiggvénye a hémérsékletnek.

— Az anyagunk izotrép. Az anyagi paraméterek C,, k és p azonosak az anyag valamennyi
pontjaban. A termikus vezetOképesség minden iranyban azonos.

A rendszertink egy végtelen kocka. A térfogata V = AxAyAz. Az energiadsszeg ebben a
rendszerben:

0ssz =

oV oC,T oT energia}
T S { ids

A stirtiséget, hokapacitast és a térfogatot ki tudjuk emelni a derivalt szamlalojabol, mert
kikotottik, hogy ezek allanddk. Az energiamérlegiink bejové része:

energia
be, = (A2qz)r = (AyAzq,), { id§ }
energia
be, = (4,q,)y = (AzAzq,), {ldo}
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energia}

be, = (A.q.). = (AxAyq.). { p

Az energiamérleg kimend tagjai:

. energia
klx - (Ame)m—i-Az - (AyAquc)x+Ar Y :|
ido
. energia
ki, = (Ayqy)yray = (ATAzqy )y ay 1do]
. energia
klz = (AzQZ>z+Az - (AIAQQZ)Z—&-Az ld(,),]

Az energiamérleg generalo tagjat meghagyjuk egy altalanos fiiggvénynek aminek a dimenzidja
energia/idé/térfogat. A figgvénynek pozitiv az eléjele ha generdlast, negativ ha elnyelést fejez
ki.

energia}
id6

Ezekkel a tagokkal végiil egy olyan energiamérleghez jutottunk ami a kovetkez6 médon néz
ki:

generdlt = Vf(t,x,y, z) = AcAyAzf(t,z,y, z) {

oT
AxAyAZQCpE = (AyAzq,), + (ArAzqy), + (AzAyq.).—

_(AyAZQm>z+Ax - (AxAZQy)y—i-Ay - (Axqu,z)z+Az + A[L’AyAZf(t, z,Y, Z)

Leosztva a térfogattal rendezés utan:

oC a£ _ (Qac)m - (Qw>:p+Ax 1 <Qy)y - (Qy)y+Ay 4 (qz)z - (qZ)z+Az ny

Pot Ax Ay Az

Vegyitk a A elemek 0-hoz tarté hatarértékét (infinitezimalisan kis elemek). A derivalas

c sy

(t7 x? y? z)

ox +87y+ 0z

. , . s energia energia z
ahol az energiamérleg dimenzidja {7térfogat.i % il dé} és

f(t,x,y,2) egy altaldanos fiiggvény ami minden generdciéval és elnyeléssel kapcsolatos tagot
tartalmaz.
Most be kell illesztentink Fourier torvényét a hévezetéshez, ami a z irdnyban:

oC'

or 9g: | 9gy | Og.
o= (G + G 5 ) ) 12

}, q az energia fluxus dimenzidja [

d(QC’pl )
0 1.

ezt beillesztve megkapjuk a kOvetkezd Osszefiiggést :

or o*T  9*T  0°T
QCPE - OCQCP <ax2 + ayg + 822> + f(tJ,wa) (14)

A termikus vezetéképesség definicidja:
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k = apC, (1.5)

igy a harom dimenzios hévezetés egyenlete egyszertisitve:

oT o*T  0°T 0°T flt,z,y,2)
Yoo 1.6
ot~ “ <0$2 * 0y? * 8z2> * 0C, (16)
ami ketto dimenzidéban:
oT o?T  0°T flt,z,y,2)
gL _ 9 ) J) 17
ot a<8w2+8y2>+ oC, (1.7)
egy dimenzidban:
oT 0*T flt,z,y,2)
— = 1.8
a (81‘2) * 0C, (18)
ahol « a termikus diffuzitas
k
o= — 1.9
e (19)

. c /. 2 . e T , / ’7. , ,
dimenzidja [h?%}, mint a diffazitds esetén. Azért hasznaljuk az a-t és nem C,, k és o

paramétert, mert igy a problémankat egy paraméteresre redukaltuk. Természetesen a probléma
megoldasahoz el6szor ki kell keresniink az irodalombodl ezeket az értékeket és kell hataroznunk «
értékét.

A fent levezetett egyenletek rendre a harom-, ketto- és egydimenzids hoegyenletek. Ezek az
idére nézve elsérendii parcialis differencial egyenletek, a térbeli koordindtakra nézve masodfoku
parcialis differencial egyenletek.

A héegyenlet fizikai jelentése azonos az energiamérleg fizikai jelentésével. Ahogy leirtuk, ez
egy tranziens energiamérleg.

Az egydimenzids esetet tObb valds rendszer modellezésére is hasznalhatjuk. Egy ilyen példa,
ha két kiillonboz6 homérsékleti idedlis hotartalyt egy hengeres szilard vezetével kotiink Ossze.

1.2. Peremfeltételek

Az €l6z6 részben bemutatott hoegyenletek a térbeli koordinatakra nézve mésodrendii parcialis
differencial egyenletek. Be kell allitanunk a peremfeltételeinket, hogy meghatarozzuk a
rendszeriink milyen médon 1ép kapcsolatba a kornyezetével.

Harom 6 peremfeltétel tipust kiilonboztethetiink meg: a Dirichlet, a Neumann és a vegyes
peremfeltételeket.

1.2.1. A Dirichlet tipusu peremfeltételek

A Dirichlet peremfeltétel azt mondja ki, hogy a homérséklet az adott peremponton meghatarozott
értéket vesz fel. Egydimenziés esetben ez formalisan:

T(x = 0,t) = Ty (t) (1.10)
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eszerint az egydimenziés rendszer baloldali peremén a hémérséklet az id6 valamilyen fiiggvénye.
Amennyiben a homérsékletiink allando:

T(x=0,t) = Tpa (1.11)

Ebben az esetben egy olyan fizikai helyzet all fent, hogy a rendszeriinket egy végtelen hotartalyhoz
kapcsoljuk, ami garantélja az allandé homérsékletet a peremponton.

Egydimenzios esetben két peremfeltételt kell tenniink, egyet a baloldali peremre, egyet a
jobboldali peremre. Ha a rendszeriink hossza L az x iranyban, akkor a masodik Dirichlet

peremfeltétel formalisan:
T(x = L,t) = Tyeo(t) (1.12)

1.2.2. A Neumann tipusu peremfeltételek

A Neumann peremfeltétel azt mondja ki, hogy a h6fluxus adott a peremen. Egydimenziés esetben

ez forméalisan: p o7 (1)
T T(t
—(x=0,1) =
dz (@ 1) dz

Ez azt mondja ki, hogy az egydimenzids rendszeriink baloldali peremén a héfluxus az idp
fiiggvénye. Ha a héfluxus allando:

(1.13)

bel

dT T

bel

Ebben az esetben egy olyan fizikai helyzet &ll fent, ahol a rendszeriinket egy végtelen hoforrashoz
kapcsoljuk, ami allandé héfluxust biztosit a rendszeriink szdmara fiiggetleniil a hémérséklettol.

Egydimenzios esetben két peremfeltételt kell tenniink. Ha az egydimenzids rendszeriink hossza
L az x irdanyban, a masodik Neumann peremfeltétel formalisan:

dT dT(t)

dx(w ) dx

(1.15)

bc2

1.2.3. A vegyes peremfeltételek

A vegyes peremfeltételek, mint ahogy azt a neviik is sugallja, a Dirichlet és a Neumann
peremfeltételek keveréke. Egydimenzids esetben formalisan:

dT’ dT'(t

— () (1.16)

bel

A legtobb valés fizikai rendszer leirdsahoz ezt a peremfeltételt kell hasznalnunk.

1.2.4. A sziikséges peremfeltételek szama

Ahogy az az el6bbiekben bemutatasra keriilt, egy egydimenzids rendszernek legalabb két
peremfeltételt kell adni. Természetesen ezeknek nem kell, hogy megegyezzenek, lehet olyan a
fizikai rendszer, hogy az egyik végén Dirichlet, a masik végén vegyes peremfeltételeket kell
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adnunk. Ilyen példaul az az eset, amikor egy korkeresztmetszetii homogén rud egyik vége egy
végtelen hétartalyhoz (Dirichlet), masik vége pedig a légkorbe van helyezve, ahol a hét le tudja
adni a kornyezetének. A hovesztést egy hoatviteli tényezdvel lehet modellezni, igy a masodik
peremfeltételiink a hétranszfer kovetkezo allitasat adjac:

qA = hA (Tisrmyeret — T'(2,1)) (1.17)
Fick torvénye alapjan:
d(eC,T)
L= — 1.18
q a—— (1.18)
A héveszteség a peremnél a kovetkezo formaban irhato
d(oC,T
- a(gdp)A = hA (Lmyenet — T'(, 1)) (1.19)
x
e drT h (T, T(x,t))
kornyezet — xz,
- 1.20
dx k ( )
vagyis a peremfeltételiink a kévetkezonek adddik:
dT h Térneze =T :Lat
Ty = P Thomens = T ) (1.21)

k

Ami egy vegyes peremfeltétel, mert a rdadnak mind a homérsékletét, mind a hofluxusat
tartalmazza. Megjegyzés: a vegyes peremfeltételekre sokszor altalanositott Neumann
peremfeltételként is szoktak hivatkozni, a MATLAB pdetool-ja is igy hivatkozik ra.

1.3. Kezdeti feltételek

1.3.1. Altaldnos kezdeti feltétel

A héegyenlet elso foku az idoben. Tudnunk kell a rendszer minden pontjaban a hémérséklet nulla
idépontbeli értékét. Altalanosan a kezdeti feltétel egydimenzids esetben:

T(x,t =0) = T(2) (1.22)

1.3.2. Allandé hémérsékletii kezdeti feltétel
Ha a hémérséklet allando, akkor a kezdeti feltétel:

T(x,t=0) =T, (1.23)

1.3.3. Allandésult allapoti kezdeti feltétel

Ha a hémérséklet profil kezdeti értéke allanddsult (linedris) a két peremfeltétel altal megadott
homérséklet Ty és Ty kozott, akkor a kovetkezd formulaval linearisan interpolalhatjuk az
értékeket kozottik:

T
T(x,t=0) =Ty + T (Thez — Ther) (1.24)
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1.4. Generalé és elnyel6 tagok

1.4.1. Altaldnos generald és elnyeld tagok

A héegyenletet a (1.6-1.7-1.8) felirt alakok egy altalanos general6 elnyeld tagot tartalmaznak,
ami id6nek és helynek is fliggvénye lehet. Egydimenzidban a héegyenletben f(t, z) tagként jelenik
meg.

oT 0T f(t,x)
9z 1.2
a @ (8:52> e (1.25)

1.4.2. Nincs generacioé vagy elnyelés

Ha nincs hégeneralé vagy elnyel6 tagunk:

f(t,z) =0 (1.26)

1.4.3. Nem egységes hoveszteség vagy honyereség

Ha van héveszteséglink (vagy fejlédésiink) a rad mentén, mert példaul nincs elszigetelve a

kornyezettol, az energia veszteség (vagy nyereség) [%} formalisan:

qA = hA (Tisrnyeret — T'(2,1)) (1.27)
Az anyagunk egységnyi térfogatara es6 veszteségiink (vagy nyereségiink) {%} ezek
alapjan:
qA hA (karnyezet - T(ﬂ?, t))
t ) = — = 1.28
(1.27)-t behelyettesitve (1.8)-be
2 ) —
a£ — 0T hA (Tkornyezet T(LIZ', t)) (129)
ot 0x? oC,V

1.5. A megoldasi stratégia

1.5.1. Egydimenziés hoegyenlet

A Crank-Nicolson algoritmust hasznaljuk az egydimenziés parabolikus parcialis differencial
egyenlet megoldasdhoz. A Crank-Nicolson algoritmus egy véges differencia séman alapuld
algoritmus, amivel egydimenziés PDE-ket lehet megoldani. Ebben a megoldasban az x iranyban
n részre osztjuk a strukturankat. Ezek alapjan fogjuk kozeliteni a valédi folytonos homérsékleti
profilt egy n pontban diszkretizalttal. Ezt a profilt Gjra és Gjra megoldva tudjuk meghatarozni
a profilokat az id6 fiiggvényében. Ha meg akarjuk hatdrozni a profilt egy t; idépillanatban
to kiinduldstol szamitva, az idot is felosztjuk m pontra. Ezek utdan n térbeli és m idébeli
intervallumunk. Ha noveljiik m és n értékét akkor pontosabb eredményt kapunk, természetesen
novekvo szamitasi ido mellett.



2. fejezet

A megvalé6sitas

2.1. Megjegyzések a kddhoz

A programot a MATLAB scriptnyelvén valdsitottam meg. Mivel a rendelkezésemre all6 gépen
a GNU Octave-al. Ennek az alap utasitaskészlete lényegében ekvivalens a MATLAB alap
utasitasaival, a jelentésebb eltérések a Toolboxok szaméaban és kidolgozottsagaban van, de ezeket
nem hasznaltam a megvalositashoz. Az dltalam elkészitett programnak gond nélkiil kellene futnia
a mai MATLAB verziokon.

A program egyes részeit a kédok kozé irt kommentekben magyarazom.
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