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1 Adiszperzios relacio
részecskéhez rendeljiink hozza egy hullamot, amelynek hulldmhossza
h h
)\ = —— = —
mv p
ahol 4 az un. de Broglie-hullamhossz, h a Planck-féle allandé (6,626*%10°* Js), m a részecske tomege, V
pedig a sebessége, p az impulzusa. Ezt a hullimot vezérhullanak nevezte. Az X irAnyba halad6 hullam a
Px,t) = Aelx—w0

id6t6] és helytdl fiiggd fiiggvénnyel irhato le', ahol A egy konstans amplitudo, k a hullamszam, o a
korfrekvencia. Ez az an. allapotfiiggvény, amelynek Gsszenergija az

ZEz hw

Osszefliggésbdl szamithaté, ahol % = h/2z, a redukalt Planck-allandé. Mivel szabadon mozgd
részecskérdl van szo, ezért a potencialis energiat nullanak tekintjiik. Ekkor a részecske, mint rendszer energiajara

crer

de Broglie hullamhosszat:

p
hw = —
@ 2m
B _we
hoo = 2m  2m =

Ez utdbbi Gsszefuiggésbdl lathatd, hogy az mv impulzussal rendelkezé részecskéhez rendelt hullam
korfrekvenciaja és hullamszama kozotti osszefiiggés nem linearis, a hullam tehat diszperziv (a (1) 6sszefliggés az
un. diszperzios relacio). A diszperzios relaciot kiterjeszthetjiik konstans potencialis energia (V) esetére is, ekkor

h2k?

hw = ——+V,
@ 2m 0

2 Az idétol fiiggé Schrodinger-egyenlet (dinamikai egyenlet)

Lattuk, hogy az anyagi részecskékhez rendelt sikhullam diszperziv hullim. Fejezzik ki az w
korfrekvenciat és a k hullamszamot az allapotfiiggvény derivaltjaival:

dy . 11dy o h1ldy
_= - - = - 5 = ————
T CT Ty a REERTAPT:
d? 1d? h?k? h? 1d?
dx? Y dx? 2m 2m s dx?
A diszperzios relaciobol tehat a kdvetkezo differencidlegyenlet adodik:
h2k?
ho = —+ V,
w m + 0

1 Az elektron korpuszkularis jellegét szamtalan kisérlet bizonyitja. A sikhulldm azonban egy térben kiterjedt
objektum. Ezt az ellentmondast ugy oldhatjuk fel, ha az elektronhoz nem egyetlen sikhullimot, hanem egy hullamcsomagot
rendeliink, amely nem mas, mint kiilonb6z6 hullamszamu sikhullamok szuperpozicidja. A megfelelé (hullamszam)spektrum

kivalasztasaval elérhetd, hogy az eredd hullam térben lokalizalt legyen.
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fydt - Tmmgpae T oo /v

h? d?y hdy
Tamae TV T @

A (2) egyenlet az id6tol fiiggd Schrodinger-egyenlet egy dimenzidban, konstans potencialis energia

esetén. Altalanositsuk az Osszefiiggést harom dimenziéra és tetszoleges, id6tél és helytl egyarant fliggd
potencialis energiara:

+ V(E O = _hdy

2m \ 9x? j dt

o T ayz Tz

" Ayt VE Dy = -t
—om AVt (r,t)lli——lfa

_ﬁ(azxp 0%y a%p)

3 Az idotol fiigg6 Schrodinger-egyenlet szeparalasa - A stacionarius
Schrodinger-egyenlet

Az 1d6tdl figgd Schrodinger-egyenlet id6tl fliggetlen potencidlis energia esetén (konzervativ rendszer)
szeparalhato, tehat a megoldas felirhat6 egy csak helytdl és egy csak id6t6l fiiggd fiiggvény szorzataként. ( w(x, )
= @(x)r(t) ) Szeparaljuk az id6tdl fiiggd Schrodinger-egyenletet konstans potencialis energia esetén, egy

dimenziéban:
h? d?y hdy
Tamae VT Ty
h? d?(d1) hd(®1)
4 Vybr=——
2m  dx? T Vo®T j dt
Mivel @(x) fiiggetlen az id6tdl, 7(2) pedig a helykoordinatatol, ezért
h? d?o LV hdr 1
2m dx? | 0Pt = dt DT
h? d®®d 1 hdrt1

Lathat6, hogy a kapott sszefiiggés bal oldala csak x-t6l, jobb oldala csak t-t6l fiigg. A két oldal csak
ugy lehet egyenld, ha mindkét oldal ugyanazzal a konstanssal egyenld. Ez a konstans a rendszer 0sszenergiaja: E

th_E
jdc T
he dzq)-i—V(I)—E(I)
2m dx? L

Ez utobbi Osszefiiggés nem mas, mint az id6t6l fliggd (stacionarius) Schrodinger-egyenlet.
Altalanositsuk az dsszefiiggést tetszoleges, helytdl fliggd potencidlis energidra és harom dimenziora:

2
———A® + V(P)® = EO
o AP+ V(D)

4 Azidofiggo Schrodinger-egyenlet megoldasa konstans potencialis energia
esetén - A megoldas értelmezése

4.1 Azidoéfiiggést leiré differencidlegyenlet megoldasa

Az allapotfiiggvény idéfliggését leird differencidlegyenlet egy elsérendi, allando egyiitthatos, linedris
differencidlegyenlet, amely egyszerii integralassal megoldhato:
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hdt
—]Taz Et
1 E
J-gd‘f = _]ﬁfdt
E
In(jt) +C= —jﬁt

.E .E
T= e—]ht+C = Ce ]ht

A 7(0) = I kezdeti feltételnek eleget tevd megoldas tehat:

Tt = e_j%t 3

Az id6fliggést leird differencialegyenletben nem szerepel a potencialis energia. Tehat a (3), id6beli
viselkedést leird fiiggvény tetszéleges potencidlviszonyok kodzott ilyen alaku lesz.

4.2  Ahelyfiiggést leiré differencialegyenlet megoldasa

Konstans potencialis energia esetén a helyfliggést leir6 differencialegyenlet (1 dimenzidban) a
kovetkezo:

h? d?o
2m dx?

Ez az egyenlet egy masodrendli, allando egylitthatos, linearis differencialegyenlet, amelynek
megoldasai exponencialis fiiggvények. Az altalanos megoldast tehat

®(x) = Aelt* 4 Ber2*

+ Vo® = E®

alaku, ahol A és A, a differencialegyenlet karakterisztikus egyenletének gyokei. Némi atrendezés utan a
karakterisztikus egyenlet konnyen felirhato:

h2d2¢+Vd>—EdJ

2m dx? o
d’® 2m , 2m
W—ﬁ(VO—E)q)=O - 7\ —ﬁ(VO—E)=O

A karakterisztikus egyenlet gyokei:

2m 2m
M= 37 (Vo —E) A== |37 (Vo —E)

Az altalanos megoldas tehat:

2m 2m
Vo—E - Vo—E
D(x) = AeVn? 0T ge w2 (VOTEX

Az id6fiiggd Schrodinger-egyenlet teljes megoldasa tehat (konstans potencialis energia esetén, 1

dimenzi6ban):
2m 2m
Vo—E - Vo—E _iE
WO = (AeJFﬂ S L >")e i

4.3 Az allapotfiiggvény fizikai jelentése

A kvantummechanikara altalanossdgban igaz az, hogy csak valésziniiségi kijelentéseket tesz. Az
id6figgetlen Schrodinger-egyenlet megoldasat a kovetkezOképpen értelmezzitk: A @(x) allapotfiggvény egy
valos valtozos komplex értékii fiiggvény. E fliggvény abszolutértékének négyzetét integralva a vizsgalt térrészre
megkapjuk annak a valdszinliségét, hogy a részecske az adott térrészben megtalalhatd (Max Born, 1926):
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P(részecske € V) = f |®|2dV
v

un. normalasi feltétel, amely azt mondja ki, hogy a részecske mindenképpen megtalalhato valahol a térben:

f |P|?dV = 1

—00

4.4 Regularitasi feltételek

Az idofiiggetlen Schrodinger-egyenlet megoldasai csak olyan fiiggvények lehetnek, amelyek
e négyzetesen integralhatok: a valdszinliségi értelmezésbol kdvetkezik
e egyértékiiek: ezt a klasszikus fizikAban mar megszokhattuk

e folytonosan derivalhatok: az idofliggetlen Schrodinger-egyenlet masodrendii derivaltakat is
tartalmaz

5 Azidéfiiggetlen Schréodinger-egyenlet alkalmazasa

5.1 Potencialvolgy

Oldjuk meg az id6fiiggetlen Schrodinger-egyenletet az 1. dbra szerinti potencialviszonyokra:
E

E
-

X, X, X
1. abra

Induljunk ki a konstans potencialokra igaz altalanos megoldasbol, és hasznaljuk fel a regularitasi
feltételeket is. Ekkor

2m
hax < x1: lim &dx) =0 - &)= Ae\ﬁz—(VO P
X——00

2m 2m . [2m . [2m
haxe (x;;%3): Vo=0 - &) = Ae\ﬁz_( £ + Be iz R Ae]\ﬁfEX + Be Nt

) 2m 2m
A sin ?Ex + Bcos ?Ex

2m
hax> x,: lim®d(x) =0 - @) = Be Yz (Vobx
X—00

A potencialvolgy hatarain a regularitési feltételeknek megfelelden kell illeszteniink egymashoz az egyes
tartomanyokra kapott megoldasokat. Az allapotfiiggvénynek és derivaltjanak egyarant folytonosnak kell lennie.
Ezek alapjan a megoldas a 2. dbrdnak megfelel6 alaku lesz:
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DV

X1 X2

2. abra

5.2 Az 1 dimenziés potencialdoboz
Ha a potencialvolgy fala végteleniil magas, akkor a megoldas a kdvetkezéképpen alakul:

hax < xqvagyx > x5 ®(x) =0

) 2m 2m
haxe (x;%,): V=0 - &(x) = Asin FEX + Bcos ?Ex

A teljes megoldas csak akkor lesz folytonos, ha a potencialgddor két szélén az allapotfiiggvény nulla
(Ebben az esetben reménylink sincs arra, hogy az allapotfiiggvényt amplitidoban és derivaltban is illessziik a
tartomanyok hataran. A végtelen mély potencialgédor esetén tehat nincsen folytonosan derivalhatd regularis
megoldas, ami egyszeriien abbdl kovetkezik, hogy végtelen mély potencialgddor sem Iétezik.):

) 2m
D(x) = d(x3) =0 - P(x) = Asin ’FEX

Vegyiik fel a koordinatarendszert ugy, hogy az X; pont az origo-ba essen, tovabba vezessiik be a
potencialgddor szélességét jelold L valtozot:

E

Vo

3. abra

Tudjuk, hogy x = L-ben az allapotfiiggvény értéke nulla. Szamitsuk ki, hogy ez a feltétel mely E
energiaszintek esetén teljesiil:

2
Asin FEL =0
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h2m?

_ 2
= 2miz"

Az éllapotfiiggvény alakja tehat:
. (Nm
®(x) = Asin (Tx)

rrrrrr

megtalalasi valosziniisége a teljes térben biztosan 1:

f |®2dx =1

Mivel a potencialdobozon kiviil az allapotfiiggvény mindeniitt nulla, ezért

L nm
2ein2 (AT _
fO|Asm (LX)|dX—1
A? fL[l (Zrm )]d _
2 cos (——x)|dx =
A? led jL (Zrm )d _ 1
Al X 0cos ) dx| =

2 sin (ZM x) "
A L L

7 |~ [Tz =1
L 0
2
—[L-0]=1
Ao 2
— L

Az allapotfiiggvény és a lehetséges energiaszintek végtelen magas potencialdoboz esetén tehat a
kovetkezok:

2 mm hem?
D(x) = [ sin (TX) E, = T
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EA

: Vo

\> —E2
: ; >
0 L X

4. abra

5.3 Potencialgat, alaguteffektus

Vizsgaljuk az allapotfiiggvény alakuldsat a kdvetkez6 potencialviszonyokra:

VO ......................................

o
<Y

5. abra

Az 5.1. pontban lattuk, hogy ha a részecske energiaja nagyobb, mint a potencialis energia, akkor az
allapotfiiggvény szinuszos, ellenkez0 esetben exponencialis. Ezek alapjan a potencialgat esetére az
allapotfiiggvény kvalitativ alakja felrajzolhato:

o
<Y

6. abra

A 6. abran megfigyelhetd, hogy az X < 0 tartomany fel6l érkez6 részecske megtalalasi valosziniisége a
potencialgat jobb oldalan is egy véges érték lesz. A klasszikus fizika torvényeivel ez nem magyarazhat6. Az
effektus neve alagtthatas. A kovetkezd pontban szamszerlien meghatarozzuk az alagutazas valosziniiségét, a
transzmisszios tényezot.
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5.4 Valo6sziniiségi aramsiiriiség, transzmisszios tényezd

Az allapotfiiggvény abszolutértékének négyzeteként definialt megtalalasi valosziniiség-siirliség az
energiadhoz és a toltéshez hasonléan megmaradé mennyiség. Ebbol kovetkezon felirhatd ra egy kontinuitasi
egyenlet:

dJ

d |®|?
dx ~  dt

Harom dimenziora altalanositva:
di d |®|?
iv) = ——
W= -5

A részecske allapotat az idofiiggd Schrodinger-egyenlet irja le, ezért a kontinuitdsi egyenletben szerepld
J, un. valészinliségi daramsiiriiséget is a dinamikai egyenlet definialja:

h do do”
(o )

P —
J dt dt

" 2mj
Szabadon mozgo részecske allapotfiiggvénye egy sikhullam:
d(x) = Ael™
Ebben az esetben a valoszinliségi aramsiriség a kovetkezo:
h ( Lo cbﬂ) - zimj(A*e‘ijjkAeij + A jkAte ) = Zimj(wzk +IA12K) = % A% =

J dt o dt

" 2mj
B|A|2 = v|A|?
m

Mindezek alapjan kiszamithatjuk a potencialgaton valo athaladas valdsziniiségét. A 6. dbran lathatd
allapotfiiggvény az X < 0 tartomanybol érkezd, és a potencidlgaton atalagutazd részecske valdszinliségi
aramsUiriségét irja le. Az x < 0 tartomanyban bees6 és visszaver6dd aramsiiriségrél, mig a potencidlgat jobb
oldalan tovabbhalad6 aramsiiriiségrol beszélhetiink. Az atjutas valdszinliségét a kdvetkezoképpen definialjuk:

2
_ Jrovabbhalads _ Vtovabbhalads ALl

T

= 2
]beesé Vbeess |A0|
Mivel a részecske energiaja - ezaltal sebessége - valtozatlan az atalagutazas soran, ezért
2
1A
- 2
Aol

A potencialgat bal és jobb oldalan egyarant szabad részecskérdl van szd, 1évén a potencialis energia
nulla. A regularitasi feltételeknek megfeleloen az allapotfiiggvénynek folytonosnak kell lennie, igy a
transzmisszios tényezo felirhat6 a potencialgat belsejében érvényes megoldas segitségével is:
2

2m
2 - /—(Vo—E)L
T = |AL|2 _ d)ga'ton petit (L) _ Be Vn? _ e—z /Zh—';‘(Vo—E)L
[Aol? | Pgacon beri (0) Be /i—';‘(vo—s)o

Tetszbleges alaktl potencialgaton vald atjutas valosziniisége visszavezethetd végteleniil kis szélességi,
négyszogletes potencialgaton vald atjutdsi valoszinliségek szorzatara:

- 1—[ [e—z i—;‘(v(x)—l‘:)dx] e i—‘; [2 JVGo—Edx

A transzmisszios tényez6 a részecske energiajanak fiiggvényében:
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my

Vo

7. abra

A 7. dbran lathatd gorbe az atalagutazas valdszinliségének csak kozelité szamitasara alkalmas
(GAMOW-kozelités). Ez annak a kovetkezménye, hogy a levezetés soran csak az allapotfiggvénynek a
folytonossagat koveteltiik meg, a derivaltét nem. Ha a derivalt folytonossagat is megkoveteljiik, akkor a
transzmisszios tényezd energiafiiggése a kovetkezoképpen néz ki:

TA
| D é

10



