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Bevezetés

Régota foglalkoztatjak az embert olyan kérdések, hogy miért melegszik fel egy fémrud
azon vége is, amelyiket nem tartjuk tiizben, vagy hogyan terjednek az illatok a levegé&ben.
Ezekre és a hasonl6 probléméakra ma mar jol kidolgozott eszkoztar all a rendelkezésiinkre,
amelyben a fenomenologikus leirdst az anyag atomi-molekularis felépitését is figyelembe
vev( mikroszkopikus megfontolasok alapozzak meg. A transzportfolyamatok klasszikus
elmélete, ami példaul diffizios egyenleteken alapulhat, mikroszkopikus szinten a newtoni
mechanika szabalyaira épiil, azaz a részecskék a makrovilabol jol ismert mozgésegyenletek-
nek engedelmeskednek. Ez a megkozelités a legtobb esetben igen jo, a kisérleti tapasztala-
tokkal egyez6 eredményeket ad, de idénként komoly eltérések jelentkezhetnek, amelyeket
csak tgy lehet kielégitGen megmagyarézni, ha abbodl indulunk ki, hogy a mikrorészecskék
viselkedését a kvantummechanika irja le.

Egy kézenfekvs, gyakorlati szempontbdl is fontos példat véve, tekintsiik az elektromos
aramot fémekben. ElsG kozelitésben ezt a jelenséget ugy képzelhetjiik, hogy elektronok
sokasaga halad a vezet&ben lényegében abban az irdnyban, amit az ott jelenlévé elekt-
romos tér hataroz meg. Ha emellett még valamilyen médon figyelembe vessziik azt is,
hogy az elektronok nem gyorsulhatnak korlatlan mértékben, fékezGerd hat rajuk (aminek
termeészetét ezen a ponton még nem sziikséges részletesen meghataroznunk), arra jutunk,
hogy a klasszikus elektronok lényegében alland6 sebességgel haladnak at mondjuk egy
vezetéken, nagyjabol agy, ahogyan piciny toltott bilidrdgolyoktol varnank. Ez a kép még
szemléletesebbé tehets, ha a fékezGerGt gyakori iitkozések kovetkezményének tekintjiik
és bevezethetSk olyan paraméterek is, amelyek a mérési eredményekkel kapcsolatba hoz-
hatok, kisérletileg meghatarozhatok. Ezzel a vazolt (in. Drude) modell mar alkalmassa
valik arra, hogy kisérletekkel Osszevethets joslatokat tegyiink a segitségével. Figyelem-
be véve egyszerd voltat, a modell ilyen értelemben vett teljesitéképessége meglepGen jo
(pl. az Ohm torvény is szarmaztathato ilyen modon), bar persze konnyen talalhatok olyan
esetek, amelyek igen rosszul kozelithetSk a segitségével.

Tovabbmenve, képzeljiik el, hogy valamilyen modon egyre inkabb csokkentjiik egy
(rovid) vezetd keresztmetszetét. Ekkor — egy bizonyos mérettartomény alatt — az Ohm
torvénytdl jelentGsen eltérd modon az tapasztalhato (1. dbra), hogy a minta vezetSképes-
sége lényegében diszkrét értékeket vesz fel. Ez a jelenség hasonld ahhoz, mintha egyre
csOkkend atmérgjd iivegszalak sorozatat tekintenénk. Ha adott frekvenciaja fény halad az
iivegszalakban, akkor kezdetben, amikor az a4tmérd elég nagy, sok keresztiranyt modust
latunk, de végiil eljutunk ahhoz a mérethez, amikor mar csak egyetlen médushoz tartozik
a szal mentén halad6 hullamot leiré megoldéas (egymodusi opotikai szal). A kvantumos
értelemben "hullamtermészet" elektronokkal hasonld torténik keskeny vezetGkben, az
vezetGképesség ugrasai azoknal a keresztmetszeteknél torténnek, ahol a haladé (nem le-
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1. abra. Vezetoképesség a kapufesziiltség fliggvényében egy olyan kisérletben ( [5]), ahol
a vezetGszakasz keresztmetszete folytonosan véiltoztathatd a kapufesziiltség segitségével.
Figyeljiik meg az ugrasokat és a platokat, amiknek az észreveheté megjelenése azzal
magyarazhato, hogy a vezetd modusok szama itt mér elég kicsi, igy akar egyetlen 1j
modus belépése is mérhetd.

csengd) modusok szama megvaltozik.

Fontos megjegyezni, hogy a fenti jelenség értelmezéséhez nem sziikséges a kvantu-
mos tulajdonsagok Gsszessége, az egyik legfontosabb, az interferenciaképesség (mas néven
koherencia) példaul nem jatszik szerepet itt. Azonban ha a 2. abran lathato eszkozt tekint-
jiik, amelyben a bal oldalrol érkezd elektron két titvonalat kovetve is eljuthat a kimenetre,
akkor mar nem mindegy, hogy az elektront leiré hullamfiiggvény két "fele" képes-e interfe-
ralni a kimeneten. A legfontosabb mennyiség itt a (fazis)koherenciahossz, ami lényegében
azt mutatja meg, hogy mekkora az a gylrdatmérs, amely esetén még jol észrevehetd kii-
lonbség tapasztalhato a kozott a két eset kozott, amikor hullamhegy hullamheggyel, vagy
hullamvolggyel talalkozik a kimenetnél. A koherenciahossz fiigg az anyagi minGségtél és a
hémérséklettsl; ma mar nem ritkak olyan mintak, amelyekben (igaz, rendkiviil alacsony
hémérsékleten) tizedmilliméteres nagysagrendbe esik.

A masik irdnybol kozelitve, a félvezeté technologia hagyoméanyos anyagai esetén a
miniatiirizalas lassacskan arra a fokra jut, amikor a kvantumos effektusok elkeriilhetet-
lenné valnak. A (megfelelg dvatossaggal kezelendd) iparagi becslések szerint 22 nm lesz
az utolsé "klasszikus" csikszélesség, ez alatt mar a kvantumos tartomany van. Ez per-
sze sok szempontbol pozitiv, hiszen tgy is olvashato, hogy az emberi technologia azon
a hataron van, hogy kvantummechanikai alapokon miikddé szilardtest eszkozok tiinhet-
nek fel a lathataron. Ez annak a lehetGségét is felvillantja, hogy a sokat igérd kvantumos
informéciofeldolgozas esetleg egyszer kézzelfoghato valosagga valik.

A kvantumos jelenségek ismerete igy egyrészt sziikségszertivé valhat méar a hagyoma-
nyos elektronikai eszkozok tervezése soran is, mésrészt modot adhat teljesen 1j alapokon
nyugvo informaciotechnologiai eszkozok kifejlesztésére is. Ebben a jegyzetben kvantumos
transzportfolyamatok leirdsanak az alapjaival ismerkedhetiink meg. Ahogyan latni fogjuk,
itt tulajdonképpen szorasprobléméval allunk szemben.
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2. dbra. Nano-méretii gytiri pasztazo elektronmikrszkopos képe [6]. A vezetékek
vastagsaga 50 nm, az atmérd 250 nm, a gytrd alaku félvezetéréteg vastagsdga pedig 10
nm.

A jegyzet els6 fele a fizikai alapok vazlatos attekintését adja, a legels6 fejezetben a
szilardtestek savszerkezetérdl, a periodikus potencidlban mozgo elektron effektiv tomegé-
r6l és az elektron spinjérdl lesz roviden sz6. A mésodik fejezet a transzportfolymatokkal
kapcsolatos alapfogalmakat tekinti at. Ez az elsG rész akar at is ugorhato, ha az olvaso
gyakorlottnak érzi magéit ezekben a témékban.

A maésodik részben elGszor a Landauer és Biittiker nevéhez fiiz6d6 elméletrsl lesz
sz0, ami kapcsolatot teremt a minta vezetGképessége és a szordselméleti fogalmak, mint
pl. a transzmisszios és reflexios egyiitthato kozott. Ennek ismeretében a leggyakoribb
kérdés ezeknek az egyiitthatoknak a meghatarozasa, ami egyes esetekben szinte elemi titon
megoldhato, a legtobbszor viszont a 4.2. alfejezetben roviden targyalt Green-fiiggvények
alkalmazasat igényli. Végiil az utolso fejezetben a megismert modszereket fizikailag érdekes
rendszerekre alkalmazzuk, a kvantumos Hall effektusrol és spinfiiggd vezetési jelenségekrol
lesz sz0.

A témaval kapcsolatban, ha egyetlen kdnyvet kell ajanlani, akkor mindenképpen S. Dat-
ta [1] mivét szeretném megemliteni. Maga ez a jegyzet is sokat merit ebbdl a lehetdsé-
gekhez és mélységéhez mérten mar-mar olvasmanyos konyvbdél. A fizikai alapok azonban
nincsenek tilrészletezve benne, de szerencsére részben magyar nyelven is elérheté tobb
kivalo kvantummechanika és szilardtestfizika konyv [2—4], amivel ez a hidnyossag potol-
hato. Es bar az érdekl6dsk szamara els6 korben az [1-4| konyvek jelenthetnek segitséget,
a teljesség kedvéért a sziikséges helyeken az odavagd folyoiratcikkre valo hivatkozas is
megtalalhato.

Azzal kapcsolatban, hogy milyen el6képzettség sziikséges a tovabbiak megértéséhez,
ismét az [1] konyvre utalnék, ahol a szerzd "kicsivel tobb mint alap kvantummechani-
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kat" emlit. Ez lényegében azt jelenti, hogy egyrészt a kontextus jobb atlatasa érdekében
szilartestfizikai ismeretek mindenképpen hasznosak, és az is igaz, hogy a részletezendd
kvantummechanikai modellek itt-ott tilmutatnak azokon az ismereteken, amiket egy be-
vezet$ elGadas lefed, de az ezekkel kapcsolatos szamitasi modszerek nagy valoszintiséggel
menet kézben elsajatithatok.



1. fejezet
Alapok

A tovabbiakban jellemzGen elektrontranszporttal fogunk foglalkozni, igy mindenképpen
hasznos az elektron néhany alapvets tulajdonsidganak az attekintése, illetve annak a felidé-
zése, hogy milyen modszerek hasznalatosak az elektronallapotok leirasara. Igy a kivetkezs
alfejezetben elGszor az elektron spin és térbeli szabadségi fokaival foglalkozunk réviden,
majd az atomtorzsek jelentette periodikus potencial legfontosabb hatasait vizsgaljuk, kii-
16n figyelmet forditva az effektiv tomeg fogalmara. Nyilvanvaloan ez a fejezet nem potolhat
egy teljes kvantummechanika illetve szilardtestfizika kurzust, itt csupan a legsziikségesebb
fogalmakat emlitjiik meg.

1.1. Az elektronspin és mas fogalmak

Az elektronspin, ahogyan a Dirac egyenlet is mutatja, természetes modon jelenik meg
a relativisztikus kvantummechanikaban. Maga koncepcio azért kissé régebbi, Pauli mar
1924-ben, az alkalifétmek spektruméanak vizsgalata soran feltételezte, hogy az elektronok-
nak kétnivos belsG struktirajuk van. Ezutan hosszabb id6 eltelt, mire a kezdeti naiv
képtdl, ami egy forgd toltott részecskét képzelt el (innen az elnevezés) eljutottunk a mai
nézépontig, ami szerint a spin az elektron bels§ impulzusmomentuma. Ennek az impulzus-
momentumnak a nagysaga h/2, ami a részecske elvilaszthatatlan tulajdonsiga, ugyanigy
mint mondjuk nyugalmi témege vagy a toltése. Ez persze azt jelenti, hogy a spin fo-
galma mélyen kotddik az elemi részecskék fizikajahoz, de ezzel az aspektussal most nem
foglalkozunk bévebben. A vizsgélando6 jelenségek megértéséhez elegendd, ha a szokasos
nemrelativisztikus kvantummechanikai leirdshoz (ami a térbeli szabadséagi fokokhoz kap-
csolodik) némileg mesterséges modon hozzaadunk egy kétallapoti belss struktarat, ami
a spint irja le.

Az elektronspin, mint impulzusmomentum kornyezetével talan a legkézvetlenebb mo-
don a hozza kapcsolodd m = gupS méagneses momentumon keresztiil hat koleson. Itt S
jeloli a spint, mint vektort, up a Bohr magneton, g pedig a giromagneses egyiitthato,
amelynek a meghatarozasa mar szabad térben is (ahol értéke kozel 2) kvantumelektrodi-
namikai szamitasokat igényel, és szilardtestekben is Gsszetett feladat.

A spinallapotok jellemzésére a tovabbiakban kétkomponenst vektorokat (in. Pauli
spinorokat) hasznalunk, ahol a vektorkomponensek tulajdonképpen kifejtési egyiitthatok
egy adott bazisban, a legtobbszor a z spinirdny sajatbazisaban. Azaz egy tetszGleges tiszta
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spinallapotot a

a
9 =aln.+olb. = (3). (L)
modokon irhatunk fel, ahol

S: A1), =h/2|1),, S:1l),==h/211)., lal*+[p]*=1. (1.2)

Ezek a spinorok mindig teljesen polarizalt allapotot irnak le. A polarizaci6 iranyat gémbi
koordinatarendszer polar és azimutszégével jellemezhetjiik, igy, hogy cos = |a|*> — |b]? és
tan ¢ = 3(a*b)/R(a*b). Altalaban azonban, ha sok elektron egyiittesérsl beszéliink, vagy
tovabbra is egyetlen részecskérdl, de tigy, hogy nem rendelkeziink allapotéaval kapcsolatban
minden informacioval, stirtiségoperatorral kell jellemezniink spin szabadsagi fokot. Ekkor,
figyelembe véve, hogy kétdimenzios kvantumrendszerrsl van szo, a stirtiségoperator mindig
az alabbi alakba irhato:

p:p(%l—l—Sn)—i—(l—p)%l, (1.3)

ahol S jeloli a spinoperatorok vektorat (S = (5., 95,,S5.)), 1 pedig az egységoperator.
jellemzi: ha p = 1, akkor az allapot teljesen spinpolarizilt (azaz tiszta, olyan alakba ir-
hato, mint amit az (1.1) egyenlet mutat), mig a p =0 esetben az allapotot az egységgel
aranyos stirtiségoperator jellemzi, azaz teljesen polarizdlatlan, masként mondva a polari-
zacio teljesen véletlenszertd. A striségoperatorral valo jellemzéssel teljesen egyenértékd,

3. abra. Spin precesszié Bloch gombdn abrazolva. A bal oldali részen nincs kiilss, a
kvantumos koherenciat elronto effektus, mig a jobb oldali Abra azt az esetet mutatja,
amikor az allapot polarizaltsiga fokozatosan eltiinik.

ha Bloch vektort hasznalunk, aminek az iranya megegyezik az n egységvektoréval, hossza
pedig p. Igy az (1.3) egyenlettel adott allapotok kélcsénosen egyértelmiien leképezhetdk
egy egységsugari gombre (ezt hivjak Bloch-gombnek). A gémb feliilete tiszta allapotokat
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jelol, amelyek természetesen teljesen polarizaltak, méghozza abban az irAnyban, amit az
origobdl az adott pontba mutaté vektor hataroz meg. A teljesen polarizalatlan allapot-
nak a gomb kozéppontja felel meg. Altalaban valamilyen kiilsG, dekoherenciat el6idézé
folyamat okozza azt, hogy egy kezdetben tiszta spinallapot id6fejlédése soran elveszti po-
larizaltsédgat, és esetleg végiil tokéletes keverékké valtozik. A 3. dbra egy ilyen folyamatot
szemléltet, a bal oldali panel a spin precesszidjat mutatja egy kiils6 mégneses tér koriil
egyéb zavard tényezdk nélkiil, mig a jobb oldalon az latszik, hogy realisztikusabb leiras
esetén a plarizaciofok csokken az id6 mulasaval.

Az elektront azonban nem csupan a spin jellemzi, természetesen térbeli pozicidjaval
kapcsolatos allapota — amit leggyakrabban hullamfiiggvénnyel jellemziink — ugyanennyire
fontos. Mas szoval, ez a részecske két, jellegében kiilonb6z6 szabadsagi fokkal rendelkezik,
az egyik a térbeli helyzetével kapcsolatos, a masik pedig egy bels6 szabadséagi fok, a spin.
Tiszta kvantummechanikai allapotat igy altalanosan

\I/:chm|¢n)®|sm> Crm € C (1.4)

alakban frhatjuk, ahol a diszkrét de végtelen |¢,,) sorozat bazis a térbeli szabadséagi fokhoz
tartozo Hilbert-térben, |s1) ,|s2) pedig két, ellentétes iranyt spint leir6 allapot (pl. |T), és
|1), ). Ez utobbiak a spin szempontjabol természetesen szintén béazist alkotnak. Konkrét
szamitasok esetén gyakran el6fordul, hogy a térbeli rész |¢,) vektorai folytonos sokasé-
got alkotnak (gondoljunk pl. a sikhullamok szerinti kifejtésre) a fenti diszkrét indexekkel
jellemezhetd béazis (ami konkrét esetben valamilyen ortogonalis fiiggvényrendszer lehet)
helyett, de ebben a fejezetben a kénnyebb attekinthetGség érdekében maradunk az (1.4)
egyenlet jeloléseinél.
Fontos megjegyezni, hogy a
\Ilprod: ‘¢>®‘S> (15)

alaku, tugynevezett szorzatallapotok pusztan egy részhalmazat alkotjak az (1.4) egyenlet
altal megadott Osszes lehetséges allapotnak: Gondoljunk pl. arra a szuperpoziciéra, amit
két, térben jol elkiilonithetd hullamfiiggvény alkot gy, hogy a két helyen ellentétes iranyt
a spin:

Uy = [d1) @[T) +2) ©|1) - (1.6)

Azokat az allapotokat, amelyek a fentihez hasonléan nem irhatok szorzatalakba, 6sszefo-
nodott allapotoknak hivjuk. Erdemes megjegyezni, hogy az irodalom 6sszefonodottsagrol
altalaban két kiilonboz6 részecske esetében beszél, itt azonban egyazon részecske két kii-
16nb6z6 szabadsagi foka fonddik Gssze. (Angolul t6bb részbdl allo rendszerek kapcesan az
entanglement szot hasznaljak, mig esetiinkben inkabb az intertwining a pontos.)

Abban az esetben, ha egy fizikai rendszerben t&bb elektron talalhato, azt sem hagy-
hatjuk figyelmen kiviil, hogy az elektronok fermionok, igy tejesen (a spint is beleértve)
ugyanazt az allapotot két elektron nem foglalhatja el (Pauli-féle kizarasi elv). Pontosabban
fogalmazva, a teljes rendszer allapotanak mindig antiszimmetrikusnak kell lennie barmely
két elektron felcserélésére. Ez az allitas magaban foglalja az el6z6t, hiszen ha két elekt-
ron ugyanabban az allapotban van, akkor az antiszimmetrizalas kinullazza ezt a globalis
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allapotot. Példaként tekintsiik a hidrogénszerid ionokat, amelyek energiaszintjei egyetlen
elektron esetén tetszGleges magtoltésre analitikusan meghatérozhatok. Ekkor — a semleges
atom modellje felé haladva — szokésos azt a nulladik kozelitést alkalmazni, hogy egy-egy
ujabb elektron hozzdadasa a rendszerhez alapvetGen nem befolyasolja a nivok helyzetét.
(Erdemes azért megjegyezni, hogy a Coulomb kdlcsohatas hosszi hatétavolsdga miatt ez
egy erGs kozelités.) Ekkor, ha a h6mérséklet nem til magas (azaz a tipikus termikus ener-
gia, kT, lényegesen kisebb mint a nivok kozotti energiakiilonbség), akkor az elektronok az
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Sziladtest rendszerek esetében, amikor az elektronok szama sok nagysagrenddel tullépi
az egyetlen atomra jellemz6 szamot, a helyzet hasonl6é. Nulla h6mérsékleten az elektronok
altal elfoglalhatd energiaszintek koziil az alacsonytol a magasabb energidk felé halad-
va annyi van betoltve, amennyi az elektronok szama. Az utols6 betoltott szint energiajat
egyenstlyi esetben Fermi-energianak (E) hivjuk. Mivel szilardtesteknél altalaban a nivok
kozotti energiakiilonbség lényegesen kisebb mint atomok esetében, igy termikus gerjesz-
tések magasabb hémérsékleten mér észrevehets szerepet jatszanak. Konkrétan, annak a
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f(E)= T cB=Bp/iT (1.7)
Amint az konnyen latszik, f(E) < 1, igy a fentiekkel 6sszhangban a Fermi-Dirac sta-
tisztikdnak eleget tévé elektronok koziil egy adott energiaszinten mindig maximum egy
tartozkodhat. A 4. abra négy kiilonboz6 hémérséklet esetére mutatja az f(E) fliggvény
viselkedését. Erdemes megjegyezni, hogy ha pl. az anyag homogén kiilss elektromos térbe
keriil, akkor a Fermi-szint (és a teljes eloszlas) eltolodik, hiszen a toltott elektronok ener-
gidja megvaltozik a tér nélkiili esethez képest. Ha az elektromos potencial nullarol V-re
valtozik, akkor ez eltolodas mértéke eV. Ebben az esetben a Fermi-szint helyett inkabb
mar kémiai potencialrol szokas beszélni, amit hagyomanyosan p-vel jelolnek. A kémiai
potencial a tovabbiakban csak ebben a kontextusban (&~ Fermi-szint kiilsé elektromos
tér jelenlétében) fog el6fordulni, de fontos fejben tartani, hogy ennél azért joval altalé-
nosabb fogalom, a termodinamikaban a részecskeszam megvaltozasara képes rendszereket
jellemzi, igy akar a kémiai reakciok leirdsaban is szerepe jatszik.

A 4. abrarol leolvashato (és persze szamitassal is igazolhato), hogy alacsony hémérsék-
letii hataresetben (ekkor az alapallapoti és a Fermi energia kiilonbsége joval kisebb mint
ET)

F(B)~ O(E; ~E), (1.8)

azaz F-ig minden energiaszint betoltott, utana pedig egy sem (© a Heaviside-féle egy-
ségugras fiiggvény). Ez az eset — amit degeneraltnak neveznek — igen fontos a kvantumos
tulajdonsigok szempontjabol, mivel altalaban a til erds termikus fluktuaciok elfedik a
kvantumos effektusokat. Alacsony hémérsékleten, amint azt késGbb latni fogjuk, a veze-
tési jelenségeket azok az elektronok hatarozzak meg, amelyek energidja kozel esik Ey-hez.
Ezért érdemes bevezetni a rajuk jellemz6 £ hullimszamvektort, ami az energiaval a konk-
rét fizikai rendszer altal meghatarozott viszonyban van, szabad elektrongaz esetén (lasd
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4. abra. A Fermi-fiiggvény viselkedése kiilonboz6 hémérsékletek esetén. Ahogyan
lathato, az alacsony hémérsékletii vagy degenerélt esetben az (1.8) egyenlettel adott
egységuras-szert fliggvény kozeliti jol az eloszlast, mig a degeneralt, magas hémérséklet
hatéaresetben lényegében az (1.10) Boltzmann statisztikahoz jutunk.

a kovetkezo alfejezet) pl.:

(1.9)

ahol m az elektron tomege.

A masik, szintén konnyen szamolhato véglet a nemdegeneralt vagy magas hémérséklet
hatéareset, amikor is

f(E)~ ~E=EDIT (1.10)

azaz Boltzmann statisztikdval dllunk szemben, ami mar énmagaban bizonyos klasszikus
viselkedést jelez.

1.2. Emlékeztetd a szilardtestek savszerkezetérdl

A molekulak és szilardtestek fizikai-kémiai tulajdonsagait szokasos koriilmények kozott
elektronszerkezetiik hatarozza meg. Az Osszes, a teljes leirdshoz sziikséges hullamfiigg-
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vény és a hozzajuk tartozo energia meghatéarozasa elsg elvek alapjan (a kvantummechani-
kai modellbél kiindulva) az elektronok szamanak novekedésével egyre bonyolultabba valo
feladat. Szilardtestek esetén mindenképpen valamilyen kozelits eljaras sziikséges ahhoz,
hogy a kisérleti eredményekkel és a mindennapi tapasztalattal 0sszevetheté eredményekre
jussunk. Az elméleti leirasban alkalmazott kozelitéseket szinteknek képzelhetjiik, minél fel-
jebb lépiink, annal realisztikusabb a modell, és ezzel parhuzamosan egyre tobb eréforrast
igényel a kezelése. Nulladik kozelitésben a szilardtest méretének megfelel6 dobozba zart,
nem kélesonhato elektronokat vizsgalunk. Ez a modell — egyszertisége ellenére — tobb alap-
vet§ fogalom megértését segiti, ezért most roviden attekintjiik fontosabb tulajdonsagait,
kovetkeztetéseit. Tekintsiik tehat a

p? n?

Hy= - ——%A (1.11)
egyrészecske Hamilton operatort, ami minden elektronra azonos, és pusztan a kinetikus
energianak megfelelg kifejezést tartalmazza. (Matematikailag a rendszer Hilbert-tere —
mint ahogyan a késébbiekben is — az egyes elektronok allapotét leir6 terek tenzorszorzata,
de a kolesonhatas elhanyagolasa miatt elegendd egyetlen részecskére koncentralnunk.)
Az anyagdarab, amiben az elektrongaz talalhato, legyen az egyszeriiség kedvéért egy L
oldalhosszusagu kocka. A kocka oldallapjain ebben az esetben periodikus peremfeltételt
szokas szabni, azaz megkoveteljiik, hogy a hullamfiiggvény L szerint periodikus legyen
minden iranyban. Ekkor H, sajatfiiggvényei derékszogi koordinatakkal a

Op(r) = L3/ 2gtka gikyy gik=2 (1.12)

modon adhatok meg, ahol a sikhullimnak megfelel hullimszamkomponensek diszkrét
értékeket vehetnek fel: k., ky, k, =m2n/L ..., ahol m egész. Ez azt is jelenti, hogy a hul-
lamszavektorok terének (roviden: a k-térnek) egységnyi térfogatdban (%)3 megengedett
allapot van.

A &, allapothoz tartozo sajatenergiak a k vektorkomponensek méasodfoku fliggvényei

h2
Ho®y = E(k)®, E(k)= 5 (K24 k2 +E2) . (1.13)

Ezt méasképpen ugy szoktak megfogalmazni, hogy az E(k) diszperzios relacio kvadratikus,
az ekvienergias feliilletek gémbok a k-térben. Emiatt egyszertien kiszamithato, hogy egy
adott £ = % energianal kisebb energiaval rendelkezd allapotok szama # (%)3 (illetve
a spint is beleszamitva kétszer ennyi). Igy ha N elektronunk van, akkor legfelsé betoltétt
allapot energidja — azaz a Fermi-energia — az Fy = %(3#2716)2/3 kifejezéssel adhato meg,
ahol n, = N/L? az elektronstirtiség.

A szabad elektrongaznal pontosabb modellt kapunk, ha a kristalyt alkot6 atomtorzsek
hatasét is figyelembe vessziik. Ennek a legkonnyebb — és az atomtorzsek elektronokhoz ké-
pesti nagy tomegét figyelembe véve mindenképpen értelmes — modja az, ha a kristalyracs
jiik a kristalyt. Ebben a jegyzetben eddig a szintig jutunk el, és, mint majd latni fogjuk,
mar gy is érdekes eredmények kiszamitasara nyilik mod. Modelliink tehét fiiggetlen elekt-
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ronokat ir le, amelyek ugyanazt a potencidlteret érzik, igy a megfelel6 Hamilton-operator

H, = %—FU(’P) (1.14)
alaku, ahol az els6 tag a kinetikus energianak felel meg, mig a mésodik a récs hatésat irja
le. A statikusnak tekintett racs ebben az esetben az energidhoz pusztan konstanssal jarul
hozza.

A fokozatos kozelitések kovetkezs szintjét az jelenti, amikor a racsrezgések okozta ef-
fektusokat is figyelembe vessziik, ami az elektronokra vonatkozoan azzal jar, hogy az (1.14)
egyenlet altal meghatéarozott allapotok élettartama nem lesz végtelen, a racsrezgések "ki-
szorjak" ezekbdl az allapotokbol az elektronokat. A fenti egyenlet jelentette kozelités ebbdl
a szempontbol addig hasznalhatd, amig a megfelel6 élettartamok elegendGen hossziak a
vizsgalt probléma szempontjabol. (Nyilvan maés jellegt, pl. racshibakboél szarmazo szoré-
si folyamatok is jelen vannak, igy valdjaban a fenti kozelités jogossaganak vizsgélatakor
az Osszes olyan effektust figyelembe kell venni, ami az allapotok élettartamat csokkenti.)
Alacsony hémérséklet és elegendd tisztasagn minta esetén az (1.14) egyenlet alkalmazasa
redlisnak tekinthetd kozelitést jelent. Meg kell persze jegyezni, hogy vannak jelenségek,
amikor az elektronok egymas kozotti kdlcsonhatasa adja az értelmezés kulcsat, az ezt leiro
modellek targyaldsa azonban nem célja ennek a jegyzetnek.

Az idedlis szilardtest végtelen, periodikus (kristaly)struktira. Harom dimenzioban
gondolkodva, ez azt jelenti, hogy létezik harom, nem egy sikban fekvd vektor, amelyeknek
megfeleld eltolasok az eredetivel ekvivalens helyzetbe viszik a kristalyt. Természetesen, ha
harom ilyen vektort talalunk, akkor azonnal végtelen sok a rendelkezésiinkre &ll, hiszen
eltolasok n-szeres egymasutanja ugyanazt az eredményt adja, mint egy n-szeres hosszisa-
g vektornak megfelels eltolas. Altalaban a legrovidebb ilyen tulajdonsagn veltorharmas
{a1,ay, a3} tagjait hivjuk elemi racsvektoroknak, de ettdl eltérs valasztéas is praktikus
lehet bizonyos esetekben. Az elemi racsvektorok altal kifeszitett paralelepipedont pedig
elemi cellanak nevezziik. Gyakran hasznalatos még az in. Wigner-Seitz cella is, amit 1é-
nyegében tgy kapunk, hogy hozzarendeljiik minden racsponthoz azt a térfogatrészt, ami
kozelebb esik hozza, mint barmely més, ekvivalens racsponthoz (Dirichlet-szerkesztés [4]).
Az elemi cellak szimmetriatulajdonsigairol, osztélyozasukrol bGvebben a [4] kényvben
olvashatunk.

Mar ezen a ponton érdemes ramutatni, hogy a récsperiodicitas a fizikailag mérhe-
t6 mennyiségekre vonatkozik, ami kvantumos esetben érdemel kiilon meggondolast. A
legfontosabb az, hogy a hullamfiiggvénynek nem kell periodikusnak lennie, mindaddig,
mig a lokalis fizikai mennyiségek mérése a hullamfiiggvény altal meghatarozott allapot-
ban ugyanazt az eredményt adja a racs ekvivalens pontjaiban. Az Gsszes lehetséges fizikai
mennyiséget figyelembe véve ez persze azt jelenti, hogy a V(z) hullamfiiggvény pusztéan
fazisaban kiilonbozhet ezekben a pontokban, igy pl. a |¥(z)[*-tel aranyos elektronstiriiség
mar periodikus lesz.

Konkrétabban, jelolje tehat az elemi racsvektorokat {aq, as, as}. Ekkor mindig talal-
hatok olyan {kq, ko, ks} un. elemi reciprok racsvektorok, amelyekkel

a,ik:j = 51’]’7 (]_]_5)
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ahol a jobb oldalon a Kronecker-féle § szimbélum jelenik meg. Mivel a racsvektorok hosszu-
sagdimenziojtak, a belss szorzat pedig dimenziotlan, a k vektorokhoz pl. m~! mérték-
egység tartozik. A racsperiodicitas ezekkel a jelolésekkel gy irhatd, hogy a kristalyracsot
leird (ebben a kozelitésben idében alland6) potencidlis energia kifejezésére teljesiil, hogy

U(r+R)=U(r), (1.16)

ahol R egy tetszéleges racsvektor, azaz R:Zle n;a; egész ny, ny, ny-mal. Ekkor a Bloch-
tétel szerint a H,; operdtor egy sajatallapotat tekintve,

Hy(r)¥(r) = EV(r), (1.17)
a sajatfiiggvény egy sikhullam és egy periodikus fiiggvény szorzataként is felirhato:
U(r) = ey (r), (1.18)

ahol tehat u(r+ R) = u(r). Més szoval, minden sajatenergiahoz tartozik (legalabb) egy
olyan k vektor, amivel a megfelel§ allapot az (1.18) egyenlet altal adott alaka. Tovabba,
ha az energiat is az itt megjelené k-val indexeljiik

He(r)e™ up(r) = exe™ u(r), (1.19)

akkor €, periodikus lesz a k-térben: ex. g =¢cg, ahol G egy tetszGleges reciprok racsvektor:
G:Z?:l n;k;, egész ny, ny, n3-mal. Maguk azok a Bloch-allapotok, amik egymastol csupan
reciprok racsvektorban kiilonboznek, azonos elektronsiirtiséget adnak, és fazisaik is jol
meghatarozott kapcsolatban allnak egyméssal:

\I/k_,_g(’l") = ei(k+G)ruk+G(T) = €ikruNk<’l"), (120)

ahol tehat ug szintén racsperiodikus. Ez alapjan elegendd azokra a k vektorokra koncent-
ralni, amelyek az els6 Brillouin-zéndban (ez a "reciprok racs Wigner-Seitz cellaja" [4])
talalhatok, ezek ismeretében az elektronszerkezet teljesen leirhato. Igy az energiaszin-
tek szamitasa elvben azt jelenti, hogy minden, az elsé Brillouin-zonaba esé k vektorra
megoldjuk az (1.19) sajatértékegyenletet. Konnyen ellenérizhets, hogy a sikhullam rész
levalaszthato az (1.18) alaku allapotokrol, és minden k vektorra a

Hyupr = e (r)ug(r) (1.21)

egyenlethez jutunk, ahol koordinatareprezentacoban

Hy = — (th+hk)2+U(r). (1.22)

2m

A sajatvektorok n indexe az azonos k vektorokhoz lehetségesen tartozo kiilonb6z6 ener-
gidju eseteket szamozza. Ha valami modon az Gsszes, az elsG Brillouin-zonaba es k-ra
meghatarozzuk az energiakat, akkor harom dimenzioban minden n-re egy hiperfeliiletet
kapunk. Tulajdonképpen ezeket a hiperfeliileteket nevezziik savoknak. Ha megvizsgaljuk,
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hogy mekkora az a minimalis és maximalis energia, ami egy adott n-hez tartozik, akkor
kapjuk azt az egyszeriibben attekinthetd savképet, amiben pusztéan energidk szerepelnek.
Az abrazolhatosag kedvéért kétdimenzios eseteket mutat az 5. abra. A bal oldalon lathato
néhany példa, ahogyan két kiilonb6z6 savban az energidk fiigghetnek a &, k, reciprok vek-
toroktol, mig a jobb oldalon az egyes savokhoz tartozé energiatartomany lathaté a sdvnak
megfelel§ szinnel dbrazolva. A legfels6 sorban a két savhoz tartozd energiak nem fednek

Energia

it}
Lilill

Energia

Energica

5. abra. Lehetséges savszerkezetek kétdimenzios kristalyban. Az abra a szemléltetés
kedvéeért késziilt, nem egy konkrét savszerkezeti szamolas eredménye, de jol mutatja,
hogyan fordulhat el6 fém illetve szigetelG jellegt szerkezet, illetve azt is, hogy Viep =0
egyenlettel meghatarozott pontokban a maximum és minimum mellett nyeregpontok is
el6fordulhatnak.

at, létezik egy un. tiltott sav, azaz bizonyos energiaji megoldésok nem fordulnak els. Ez
alatt egy olyan eset lathato, amikor a savokhoz tartozo feliiletek a k-térben atmetszik egy-
mast, ekkor nincs tiltott sav. Ugyanigy minden energiaérték (a fels§ sav maximuma és az
als6 minimuma kozott) el6fordulhat a legalsé sorban szemléltetett esetben, csak ekkor a
savokat szemléltets feliileteknek nincs kozos pontjuk. A valodi szilardtestek savszerkezete
termeészetesen ennél altalaban Gsszetettebb, a [4] konyvben konkrét példakat is talalunk. A
tovabbiak szempontjabol fontos utalni arra, hogy szennyezett félvezetsk esetén a vezetési
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tulajdonsagok szempontjabol lényeges tiltott sav sem teljesen iires, a szennyez (tn. donor
vagy akceptor) atomoknak megfelels energiaszintek itt helyezkednek el.

Erdemes megjegyezni azt is, hogy konkrét szamitasok esetén (a szabad elektrongézhoz
hasonléan), véges, de nagy kristalyt szokés tekinteni, és ekkor a periodikus hatarfeltétel
miatt a lehetséges k vektorok siirtin, de nem folytonosan helyezkednek el az els§ Brillouin-
zondban. Ilyenkor — f6leg ha a savok kozel keriilnek egyméshoz — mar nem teljesen egy-
értelmt, hogy mely allapotok tartoznak ugyanahhoz a sdvhoz. Ez kiilonosen akkor lehet
érdekes, amikor annak az eldontése a kérdés, hogy egy adott pontban a nivok keresztezik-e
egymast, vagy ellenkezéleg, kicsi, de véges marad az energiakiilonbség kozottiik.

1.3. Effektiv tomeg kozelités

A szilardtestek energiaszintjeinek az ismerete onmagaban még nem elegendé az alapvets
tulajdonsagok leirasahoz, bar a savszerkezet kiszamitas mindenképpen a legfontosabb (és
leginkabb munkaigényes) lépés. Fizikai szempontbol a nivok betoltottsége ugyanennyi-
re lényeges. Adott sdvszerkezet és elektronszam esetén az alapallapot meghatarozasa méar
nem tul bonyolult feladat, hiszen az allapotokat energia szerint sorba rendezve egyszertien
"alulrol folfelé" kell az elektronokat elhelyezniink a nivokon. A Fermi-energia az alapalla-
potban még éppen betoltott legmagasabb energia lesz. Ahogyan azt a késébbiekben latni
fogjuk, a vezetési jelenségekben alapvetGen a Fermi-energidhoz kozel es6 allapotok vesznek
részt, igy a ennek a nivonak a helyzete a sdvokhoz képest alapvets fontossagi. Ez kiilo-
nosen abban a nem ritka esetben érdekes, ha tiltott sav jelenik meg a lehetséges energidk
kozott. Egy savon beliil ugyanis az allapotok kozotti energiakiilonbség igen kicsi, igy ha
vannak be nem toltott allapotok is, akkor gyenge kiilsé hatés (pl. elektromos tér) is képes
annyi energidt atadni a rendszernek, ami makroszkopikusan érzékelheté aramhoz vezet.
Ez torténik fémekben, ahol a Fermi-nivo egy részlegesen betoltott sav belsejébe esik. Ha
azonban a Fermi-szint a tiltott sdvban van, akkor lényegében az alatta 1év6 (an. vegyér-
tékkotesi) sav teljesen betoltott, mig felette 1évG (vezetési) sav iires. Ekkor a tiltott sav
szélessége lesz a lényeges paraméter, hiszen az hatidrozza meg, hogy mennyi energiat kell
befektetniink a vezetési sivba valo gerjesztéshez. SzigetelGk esetén a tiltott sav elegendd-
en széles ahhoz, hogy normaélis koriilmények kozott lényegében ne folyhasson dram, mig
féelvezetGknél a termikus gerjesztés méar elegendé lehet a vezetési jelenségek létrejottéhez.

A tovabbiak szempontjabol fontos lesz az az eset, amikor a vizsgalando tulajdonsagokat
megszabo elektronok egy sav minimuméahoz kozel es6 tartomanyban helyezkednek el. (Ez
teljesiil pl. alig betoltott fémes savokra, de félvezetSk vezetési savjara is.) A legegyszeriibb,
homogén esetben (pl. kobos kristalyokndl), ha a minimum helye k, akkor els6 nem eltting
rendben

Ek%€k0+A(k—k0)2, (123)

ahol A = %8;;5. Szokasosan ezt az egyiitthatot az A = 275 - alakba irjuk. Az itt megjelend
82€k -t

m=h— |, 1.24

(%) (1.21)

effektiv tomegnek nevezett paraméterrel a diszperzios relacio tehat a szabad elektrongazra
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emlékeztetd, ek%ek0+h—2 (k—ko)? alaki lesz. Ezt gy is tekinthetjiik, mintha a periodikus

2m*
potencialt tartalmazo Hamilton operator helyett egy

hQ
2m*

Heffzeko_ A (125)
effektiv, szabad részecske-szeri operator spektrumat latnank. Ha az (1.23) kozelités ér-
vényes, akkor azt szokds mondani, hogy az elektronrendszer a szabad elektrongazhoz
hasonléan viselkedik, azzal a kiilonbséggel, hogy ez elektron m tomege helyett minden
osszefiiggésben az m* effektiv tomeg hasznalando. Vegyiik észre, hogy az (1.25) effektiv
Hamilton operator hasznalata nem pusztan azt jelenti, hogy a periodikus racspotencialt
az energiakifejezésben az effektiv tomegen keresztiil vessziik figyelembe, hanem azt is,
hogy maguk az sajatallapotok is simabbak, nem tiikrézik mér a transzlacids szimmetriat,
a racsallandonak megfelels gyors valtozas nem jelenik meg H.¢s sikhullam sajatallapota-
iban. (Tovabba H.; sikhullam megoldasai ko-lal el vannak tolva az eredeti, periodikus
Hamilton operator Bloch-allapotaiban szerepld sikhullamokhoz képest.)

A fenti analdgia tovabb is vihetG: Abban az esetben, ha a periodikus potencidlon tul
kiilsG elektromégneses tér is hat az elektronra, akkor megindokolhato, hogy az thV—ihV+
+eA (Peierls-) helyettesités (ahol A a kiilss tér vektorpotencialja) a kizelités érvényességi
korén beliil helyes leirast ad. Az konnyen lathato, hogy egy V kiils6 potencialtér additiv
modon kell hogy szerepeljen H.s-ben, igy

hY +eA)?
H.pp = l%} +V + ek, (1.26)

lesz az effektiv Hamilton operator kdvetkez6kben hasznalando legéltalanosabb alakja. Je-
gyezziik meg, hogy maga az effektiv tomeg fogalom, és igy a fenti kozelités is egy adott
savon beliil érvényes, kiilonb6z6 savokban mas és mas m* adoédhat. Térben inhomogén
esetben pedig effektiv tomeg tenzort kell hasznalnunk, mert ekkor a (reciprok) tér kiilon-
b6z irdnyaiban kiilonboz6 lesz az (1.23) sorfejtésben szereplé masodrendi tagok egyiitt-
hatoja [4].

Az ebben a fejezetben megismert kozelités jol alkalmazhato félvezetd heterostruktirak
(pl. GaAS-AlGaAs, lasd késGbb) vezetési savjara, igy gyakorlati szempontbol jelentds
eszkozok leirdsaban is fontos szerepe van. A tovabbiakban legtébbszor e modell keretein
beliil maradunk.
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2. fejezet

A transzportjelenségek alapjai

Ebben a fejezetben roviden osszefoglaljuk a transzportfolyamatokkal kapcsolatos klasszi-
kus elmélet azon fogalmait, amelyek hasznalatosak a kvantumos leiras estén is. Megvizs-
galjuk, hogy milyen feltételek mellett hasznalhatok a klasszikus egyenletek, hol az a hatar,
ami utan mar mas modell ad megfelel§ leirast.

2.1. Drift és mozgékonysag

Klasszikus részecskének képzelve a vezetési elektronokat, kiilsé tér nélkiili mozgasuk vé-
letlenszert, nincs benne Kkitiintetett irdny, igy nem is hoznak létre &ramot. Ha azonban
FE kiils6 elektromos tér is jelen van, akkor erre a bolyongésszer mozgésra rarakodik egy,
a tér iranyaba mutato "drift" sebesség, ami méar makroszkopikusan mérheté aramhoz ve-
zet. Szemléletesen, a 6. abran lathat6 mozgéast képzelhetjiik el, ahol a gyakori iitkozések
valtoztatjak meg a sebesség iranyat, de azért "atlagosan" E-vel parhuzamosan mozog a
részecske. Két iitkozés kozott a tér gyorsitja, de hosszabb id6 alatt egy allandonak te-
kinthet§ vy sebességgel mozog. Ha a részecske impulzusa az iitkozések kovetkeztében 7
idsallandoval valtozik, akkor
muvg o

—=eck 2.1
=B, 21)

ami azt fejezi ki, hogy az iitkozési folyamatokbol szarmazo fékezGers egyenls az elektromos

mez6 altal kifejtett erével. Ha a
Vg

p= (2.2)

definicidval bevezetjiik a mozgékonysiagnak nevezett mennyiséget, akkor a fenti két egyen-
let 6sszevetésébol adodik, hogy ebben a képben:

_ el

i (2.3)

A mozgékonysag jelentGségét az adja, hogy kisérletileg meghatarozhato, és ha egy adott
mintara mar ismert, akkor a fenti egyenlet segitségével a 7 relaxacios id6 kozelité (a
modellen beliil pontos) értéke is konnyen kiszamithato. (Ha klasszikus hozzaallas mar
nem elegendd, 7 értékét gyakran akkor is igy becsiilik.)

A mozgékonysag a hémeérséklet csokkenésével nd, ami a racsrezgések szerepének a
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6. abra. Elektromos tér hatasara 1étrejové klasszikus drift mozgas

gyengiilésével magyarazhato. ElegendGen alacsony hémérsékleten mar 1ényegében csak a
szennyezések, kristalyhibak csokkentik p értékét, azaz a minta tisztasdga a meghatarozo.
Szamszertien, "bulk", azaz nagy térfogatii szennyezett félvezetdkben pl. 10" /cm?® donor-
koncentracio mellett a mozgékonysag nem nagyobb 10* ¢cm?/Vs-nal. Tiszta félvezetskben
lehet ennél lényegesen nagyobb is, de akkor a vezetési elektronok koncentricidja igen
alacsony lesz, igy az alkalmazéisok szempontjabol ez nem kimondottan érdekes.

Mas a helyzet azonban, ha félvezet6 heterostruktiurdkat tekintiink. Ezek a legegysze-
riibb esetben két, kiilonb6z8 anyagi mindségi félvezets Osszeillesztésével (vagy inkabb
OsszenOvesztésével) jonnek létre, ahogyan a 7. abra is mutatja. Itt két, kiillonbozd szé-
lességii tiltott savval rendelkezd félvezetd anyag hatarfeliiletét lathatjuk, amelyek koziil
az egyik (az AlGaAs) rdadéasul szennyezett. Egyensiilyban a két anyag Fermi szintjeinek
ugyanott kell elhelyezkednie (egyébként aram folyna, egészen addig, mig be nem all ez az
allapot), ami tgy jon létre, hogy a magasabb Fermi nivoju anyagbol az elektronok "at-
folynak" a hatarfeliileten, ek6zben azonban a helyhez kotott donoratomok pozitiv toltése
kompenzalatlanul marad. Igy az atmenet bal oldalan pozitiv "tértoltés" jon létre, ami
oda vezet, hogy a savok a legalso rajzon szemléltetett modon torzulnak. (Kiszamitando
feladatnak tekintve a jelenséget, a térerGsségre vonatkoz6 Poisson-egyenlet és az annak
a jobb oldalan allo toltéssiirtiség konzisztens megoldéasa adja az egyensilyi savképet.) Az
energiaszintek ebben a heterostruktéoraban tugy alakulnak, hogy a feliilet mentén, egy vé-
kony rétegben, a Fermi nivo "belelog" a vezetési savba, igy kdrnyezethez képest ott erésen
megnd az elektronstiriiség — ezt nevezik kétdimenzios elektrongaznak. Mivel ebben az eset-
ben a szennyezések térben elkiiloniilnek az aramvezetésért felelGs elektronoktol, a feliilet
mentén t6rténs mozgés soran keveés az iitkozés, igy u tiullépheti a 10% cm?/Vs értéket is.
A heterostrukturak, illetve a kétdimenziés elektrongaz jelentGségét pontosan ez a nagy
mozgékonysag adja.

A mozgékonysag mérésére egyik lehetséges modszer az, amikor magneses tér jelen-
létében vizsgaljuk a minta ellenallasat. A kétdimenzios esetnél maradva, tekintsiik tehat
most azt a probléméat, amikor a klasszikusan mozgo elektronokra az elektromos tér mellett
a feliiletre mercleges méagneses mez6 is hat. Ekkor a Lorentz-er6 miatt a (2.1) egyenlet
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7. abra. Félvezets heterostruktira vazlata. Az a) rész a geometridt mutatja, a b) abran
azt az elképzelt savképet latjuk, ami a kétféle anyag hirtelen Gsszeillesztése utdn azonnal
jonne létre, mig a kialakulo egyensilyi savszerkezetet a c¢) abra mutatja.

helyett
04 e(E+vyB), (2.4)
-
ahol tehat, ha a mozgas az xy sikba zajlik, B= Be,. Ha figyelembe vessziik, hogy az dram-
stirtiség az ng elektronstriiséggel a J =evyns modon fejezhetd ki, akkor kisebb atrendezés
utan a (2.4) egyenlet a kovetkez$ matrixos alakba irhato:

(%)Zi(ﬁg _/fB)(jz) (2.5)

ahol o= |e|nsu. Mivel az E térerSsséget és a J aramstirtiséget a p fajlagos vezetSképességi
tenzor koti 6ssze, azt kaptuk, hogy

1 uB B

zx — x— Pry — —— — . 2.6
Pre= o Pur = Py = "= =T (2.6)

Ebben a klasszikus képben tehat az elektromos térrel megegyezd "hosszanti" iranyu el-
lenalléds konstans, mig "keresztirAnyban" az un. Hall ellenallés linearisan n6 B-vel. Ez a
viselkedés magas hGmérsékleteken és gyenge terek esetén jo kozelitést ad. Ebben az esetben
a szokasos mérési elrendezés az, hogy egy téglalap alakt minta két szemben fekvs végére
fesziiltséget kotve egyenaramot hoznak létre ebben az irdnyban. Mérik az dramerdssé-
get, az aramot létrehozo fesziiltség nagysagat és az aramra merdleges iranyban kialakulo
un. Hall fesziiltséget. Ezekbdl az adatokbdl p,, és p,, meghatarozhatoé, onnan pedig a
fentiek alapjan mind a mozgékonysag, mind pedig az elektronsiirtiség kiszamithato.

Erdés terek és nagyon alacsony hémérséklet esetén azonban a klasszikus Drude-modellen
alapulo (2.6) eredmények méar nem jol irjak le a mintak viselkedését, ekkor p,, erdsen
oszcillal B fiiggvényében, mig p,, csticsok egymésutanjat mutatja. Ez a jelenség mér csak
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kvantumos modellekkel értelmezhetd, igy a késébbiekben tériink vissza ra.

2.2. Szabad tuthosszak, ballisztikus transzport

A 2.1. fejezet alapjan lathato, hogy egy adott mintat tekintve a toltéshordozok mozgeé-
konysdga és koncentracidja mérésekkel is meghatarozhato, és az eredményekbdl az im-
pulzusra jellemzé 7 relaxacios id6 kiszamithaté. Alaposabban megvizsgalva a kérdést, azt
mondhatjuk, hogy ez a 7 és a és a két iitkozés kozott eltelt atlagos 7. id6 kozott a

1_1, (2.7)

kapcsolat all fenn, ahol 0 <a <1 az egyes iitkozések "hatékonysagéat" jellemzi: Ha egyetlen
iitkdzés soran alig valtozik meg az impulzus, akkor a kicsi és 7 joval hosszabb mint 7.. Az
L atlagos szabad tthossz az a tavolsag, amit a részecske befut, amig kezdeti impulzusa

teljesen meg nem valtozik, azaz
L =wvyrT. (2.8)

Azért a vy a Fermi-sebesség (a Fermi energiaval rendelkezé elektronok sebességének a
nagysaga) keriilt az egyenletbe, mert— ahogyan kés6bb majd latjuk — a vezetési jelensége-
kért nem tul nagy hémérsékleten ezek a részecskék a felelgsek. Ett6l az érveléstol eltekint-
ve L fenti kifejezése fels6 becslésnek tekinthetd, hiszen egy tetszéleges elektron sebessége
altalaban kisebb mint v;. Nagy mozgékonysagi félvezetékben, alacsony hémeérsékleten,
10-100pm szabad dthossz tipikusnak tekinthets, de pl. polikristdlyos fémfilmeknél L jel-
lemz&en harom nagysagrenddel kisebb.

Az atlagos szabad tthossz fenti definiciojabol latszik, hogy az a részecskék impulzu-
saval kapcsolatos. Ha azonban a kvantummechanikai leirdsra gondolunk, egy ettdl eltérd,
a fazisrelaxacioval kapcsolatos karakterisztikus hossz szintén jelentGséggel bir. Tekintsiik
azt a folyamatot, amiben egy elektron hullamfiiggvényének fazisa kezdetben jol megha-
tarozott, majd az iitkozések kdvetkeztében egyre inkabb véletlenszertivé valik. A jelenség
karakterisztikus ideje a 7, fazisrelaxéacios idg, ami 7.-vel a (2.7) egyenlethez hasonl6 médon

hozhato6 kapcsolatba:
1

1

de altalanossdgban nem feltétleniil igaz, hogy 7~ 7,. A legkdnnyebben egy interferencia-
kisérletben képzelhetjiik el, hogyan tanulmanyozhat6 a hullamfiiggvény fazisanak vélet-
lenszertivé valasa: Valamilyen modon "két részre kell osztani" a hullamfiiggvényt, elérni
azt, hogy, az egyes "részek" fazisa kontrollalhaté médon valtozzon meg egyméshoz ké-
pest, majd ujra egyesiteni Gket, és meg kell vizsgalni, hogy mennyire lathato a keletkezG
interferenciamintazat. Ennek az elképzelésnek az optikai megfelelGje egy kétréses interfe-
renciakisérlet, ahol a nyalabok faziskiilonbsége az altaluk megtett utak kiilonbo6zségébdl
fakad. Szilardtest rendszerekben pl. a 2. abran lathato gytriszert geometria alkalmas
ilyen kisérlet elvégzésére, itt a gytrd sikjara merdleges mégneses tér segitségével lehet
a relativ fazist befolyasolni. Ilyen jellegii interferenciakisérletekben az varhato, hogy a
keletkez6 minimumok és maximumok annal markadnsabban kiilonitheték el, minél rovi-
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debb tpen: 16t t01t a részecske a berendezésben. Kissé pontosabban azt irhatjuk, hogy egy
valodi, véges 7,-vel jellemezhetd rendszerben az interferenciamintézat lathatoésaga

e tent/Te (2.10)

faktorral csokken az idealis, fazisrelaxéacio nélkiili esethez képest. A lényeges kiilénbség az
impulzushoz képest az, hogy a fazis véletlenszertivé valdsdhoz iddben dllando szorocent-
rumok nem jarulnak hozza. Mindaddig ugyanis, amig a kétutas interferenciakisérletben a
két ut kozott jol meghatarozott fazisviszonyok vannak, addig az interferencia megmarad,
bér lehet, hogy pl. a maximumok helye mashol lesz. (Ez olyan, mintha egy optikai inter-
ferométer egyik karjaba egy iiveglemesz helyeznénk, ami fazistolast idéz els.) Sztatikus
szorési folyamatok esetén tehat =0 a (2.9) egyenletben.

Ha azonban a szérécentrumok belsé strukturaval rendelkeznek, igy képesek allapotukat
megvaltoztatni, akkor mar az interferenciat is el tudjak rontani. Ez azzal fiigg Ossze,
hogy interferenciakép akkor varhatd, ha (elvileg sem) lehet megmondani, hogy a részecske
melyik utat kévette. Ha azonban az pl. egyik ttvonal mentén — ha éppen arra jar — az
elektron jo eséllyel megvaltoztatja egy szorocentrum belsG allapotat, akkor elvben mar
tudhato, hogy merre haladt, igy nem is jon létre interferencia.

Id6ben valtozo szorasi jelenségeket idézhetnek el6 a racsrezgések is, igy hozzajarulnak a
fazisrelaxacidhoz. A rovidebb hullaimhosszal rendelkezék nagyobb hatékonysaggal, mivel
esetiikben kevésbé jellemzd, hogy korrelaltan valtoztatjak meg a két athoz kapcsolodo
fazist. Az elektron-elektron kolcsonhatas szintén hozzajarul a fazis véletlenné valasahoz,
s6t, alacsony hémérsékleten ez a legfontosabb mechanizmus.

a)

b)

8. dbra. Szabad tthossz, ballsztikus és diffuziv transzport

T,z
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fiigg attol, hogy milyen jellegii szorasi folyamatokkal azonositjuk a klasszikus modell "{it-
kozéseit", igy altalaban nem azonosak. Kis mozgékonysagu félvezetékben és polikristalyos
filmekben el6fordul, hogy 7,>>7, ekkor a nagyszamu sztatikus centrumon torténd rugalmas
szorasi folyamat kovetkezményeként a klasszikus mozgas mér a 8. abra also részén lathato
bolyongésjellegti, de kdzben a faziskoherencia még megmarad. Nagy mozgékonysagi min-
tak esetén azonban dltalaban igaz, hogy 7~7,, és ekkor a fazisra jellemz6 koherenciahossz

L,=vsr (2.11)

alakba irhato, és lényegében megegyezik az atlagos szabad tthosszal. Ekkor a minta mére-
te a meghatéarozo abbol a szempontbol, hogy koherens (azaz kvantumos), vagy inkoherens
(klasszikus) viselkedést varunk. Ha a kohereciahosszaknél lényegesen nagyobb mintaban
haladnak az elektronok, (a 8. abra also része szemlélteti ezt az esetet) akkor nem var-
hatok olyan jelenségek, amelyek a klasszikus leirds keretein tilmutatnak. Ha azonban
az elektronok lényegében zavartalanul, "ballisztikusan" haladnak at a mintan, ahogyan
a 8. dbra felsG része szemlélteti, akkor val6jaban mar nem is érdemes az abran lathato
jol meghatarozott palyan mozgo elektronra gondolni, mert a legtobb jelenség megértése
kvantummechanikai modellek alkalmazasat igényli. A 3. fejezetben ezzel az utobbi esettel
fogunk foglalkozni.

2.3. Vezetési jelenségek alacsony hémérsékleten:
A Fermi feliilet szerepe

Egy homogén vezetében a J aramstriiség aranyos az elektronsiirtiség és a drift sebes-
ség szorzataval, J = ensvy. Ez azt sugallja, hogy az Osszes vezetési elektron atlagosan
a drift sebességgel mozog, és igy ténylegesen hozzajarul a létrejové aramhoz. Alacsony
hémérséklet degeneralt elektrongazban azonban ez a kép nem teljesen helyes. Ha meg-
mérnénk, hogy mekkora aram tartozik kiilonb6z6 energiaju elektronokhoz (ilyen jellegii
méréseket ma mar el is lehet végezni), az deriilne ki, hogy a vezetéshez lényegében csak a
Fermi-energiahoz es¢k (£ néhanyszor k7') jarulnak hozza.

Szabad elektrongazban (vagy az effektiv tomeg kozelités keretein beliil) a jelenséget
tgy képzelhetjiik, hogy az dramot létrehozé (nem tul erds) kiilsg elektromos tér "eltolja"
az egyensilyi energianivokat. Pontosabban, ha f(k) adja meg annak a valoszintiségét,
hogy egy k hullamszamvektorral jellemzett allapot betoltott, akkor alacsony hémérsék-
leten és egyensilyban (kiilsé tér nélkiil) f(k) =1, ha k < ky, a Fermi hullimszamnal
nagyobb k értékekhez tartozo allapotok pedig betoltetlenek. Ha E kiilsG elektromos teret
kapcsolunk a rendszerre, akkor, ahogyan azt a 9. 4bra mutatja, a teljes eloszlas eltolodik
a tér iranyaba:

[f (k)] g = [f (K _kd>]E7£0 ’ (2.12)

ahol az eltolodés mértékét a klasszikus képben a drift sebességhez tartozo hullaimszam-

vektor adja meg:
eET

h
Mindebben fizikailag az a fontos, hogy azokkal az elektronokkal, amelyek energidja joval

kg (2.13)
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kisebb, mint F;, gyakorlatilag nem torténik semmi, mindaddig, amig kg elegendGen kicsi
tér, akdr nincs. A betoltottség valtozasa csak a ky-hez kozel esé allapotokat érinti, ezek
koziil azok, amelyek az E = 0 esetben betdltetlenek de k vektoruk a tér irdnyaba esik
betoltottekké valnak, mig az ellentétes iranyd k vektorral jellemzett allapotok kiiiriilnek.

k, —
E

v

9. abra. A Fermi-feliilet eltolodasa kiilss elektromos térben.

A jelenség szemléltetésére azt a kozelitést szokas alkalmazni, hogy két, tn. kvazi-Fermi
nivot definidlunk, egyet a tér irdnyaba mozgd elektronok, egyet pedig az ellentétes irdnyt
mozgast végzdk szamara:

2 (ky—kq)?

F— 2.14
’ 2m ( )

+ o 12 (ks + kq)?

2m

F

Ha kq < ky, akkor a F't — F'~ kiilonbség konnyen ellendrizheté modon azzal energidval
lesz aranyos, amit az elektron a kiils6 tér hatasara a szabad tthossznak megfelel6 tavolsag
befutasa alatt nyer. Erdemes azt is megemliteni, hogy a (2.12) eltolodast gy is tekint-
hetjiik, hogy a k-térben a kiils§ elektromos térrel egyezd iranyban az elektronok stirtisége
megnd, igy ebben a képben a vezetési jelenségek a koncentracidkiilonbség kdvetkeztében
létrejovs diffazionak is tekinthetdk.

Az interpretaciotol fliggetleniil igaz azonban, hogy alacsony hémérséklet esetén a ve-
zetési jelenségek leirasat nagyban megkodnnyiti az a tény, hogy ekkor nem sziikséges az
Osszes elektront figyelembe venniink, elegendé a Fermi-szinthez kozel es6 energiaval ren-
delkezGkkel foglalkoznunk. Kissé sarkitva, a "nulla hdmérsékleten" tapasztalhato vezetés a

22



A TRANSZPORTJELENSEGEK ALAPJAI

Fermi-feliilet altal meghatarozott tulajdonsag. Es bar a gondolatmenet, amibdl ezt az alli-
tast lesziirtiik, erGsen tamaszkodik klasszikus érvekre, a kovetkeztetés teljesen kvantumos
leirés esetén is igaz.
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3. fejezet

A kvantumos transzportfolyamatok
leirasa

A bevezets és sziikséges eszkoztarat felelevenits részek utan ebben a fejezetben tériink
r4 arra, hogyan lehet a kvantumos transzportfolyamatokat leirni. A tovabbiakban tehét
a ballisztikus tartomannyal fogunk foglalkozni, amikor a vezeté mérete lényeges kisebb,
mint az elektronok szabad tuthossza (és koherenciahossza). Bar talan intuitivan azt vér-
nank, hogy ekkor az ellendllas nulla lesz, latni fogjuk, hogy valojaban nem ez a helyzet.
A hullamvezet6khoz hasonléan interferenciajelenségek és visszaverédés miatt altalaban
korantsem biztos, hogy egy elektron atjut egy ballisztikus eszkzon. Az atjutasi (transz-
misszios) valosziniiség pedig — és ez ennek a fejezetnek a legfontosabb iizenete — aranyos
a minta vezetGképességével.

Az els6 alfejezetben megvizsgaljuk, hogy az effektiv témeg kozelités keretein beliil a ve-
zetG csatornakba kényszeritett elektronok milyen allapotokkal rendelkeznek, itt lesz sz6 az
aram irdnyara meréleges transzverzalis modusokrol, illetve az elektromos és magneses tér
hatasairol. Ezeket az eredményeket felhasznalva a masodik alfejezetben a transzmisszio és
a vezetGképesség Osszefiiggésére koncentralunk, eljutunk az ezt leird, Landauer és Biitti-
ker nevéhez kot6ds formulakig. Megvizsgaljuk tovabba, hogy milyen koriilmények mellett
varhatunk linearis valaszt egy ballisztikus vezet6tdl, azaz meddig lesz az atfolyd aram
aranyos az alkalmazott fesziiltséggel.

3.1. Elektronallapotok ballisztikus vezetékben

Félvezets heterostruktiurakban, ahol a két anyag hataran kétdimenzios elektrongaz jon
létre, az eddigiek alapjan a

ihV+eA)?
Heff = {%} +V +€x, (31)

effektiv Hamilton-operator egyelektron képben jo kozelitésnek tekinthets. Itt tehat m* az
elektronok effektiv tomege, A és V pedig a kiils6 tér vektor-, illetve skalarpotencialja.
A kovetkezdkben a fenti Hamilton operator sajatértékeit és sajatvektorait fogjuk megha-
tarozni kiillonbo6z6, a tovabbiak szempontjabol érdekes specialis esetekben. Az xy sikban
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mozg6 elektronokat feltételezve, ez tehét a
Heff\:[j(may) :E\I/(I,y) (32)
sajatértékegyenlet megoldasat jelenti.

Tekintsiik elGszor azt az esetet, amikor nincs kiils6 magneses tér (A=0), az elektronok
a V' altal meghatarozott elektromos potencidltérben mozognak. Egy "vezetékre" gondol-
va, amely az x irAnyban végtelen kiterjedésii (most egy pillanatra tekintsiink el attol, hogy
ebben az esetben az eszkoz nem lehet ballisztikus), a potencial, amely ebbe a hullamve-
zet6be kényszeriti az elektronokat, konstans az x irdAnyban és minimummal rendelkezik
a "vezeték kozepén". A konnyebb kezelhet&ség miatt tekintsiink parabolikus potencialt,
amit az

1 *
V=V(y) = §m w(z)yg (3.3)

alakba irhatunk. Ha most a sajatallapotokat a

U(z,y) =" x(y) (3.4)

alakban keressiik, akkor a x transzverzalis fliggvény a

PR Pl 1 L,
—m* —E 3.5
e T 5 T 5™ WY x(y) = Ex(y) (3:5)

sajatértékegyenletnek kell, hogy eleget tegyen. (Itt az egyszertiség kedvéért O-nak valasz-
tottuk a sav aljat reprezentdld, konstans ek, energidt. Ez mindaddig megtehets, amig
csupan a nivok relativ helyzete érdekel minket, ha azonban pl. a Fermi-energidhoz viszo-
nyitjuk a kapott szinteket, akkor mar nem feledkezhetiink el ett6l az additiv allandotol.) A
fenti egyenlet lényegében megegyezik azzal, amit a kvantumos oszcillator esetén kapunk,
az egyetlen eltérés a k>-tel ardnyos tag, ami egyszeriien csak hozzaadodik az energidhoz.
Igy a transzverzalis fiiggvények

Xk(y) = e TP H,(q),  q=qly) = /mwo/hy (3.6)

alakuak [3], ahol H,, az n-edik Hermite polinomot jeldli, a k index pedig azt fejezi ki, hogy
ez a sajatfiiggvény az exp(ikx) sikhullamhoz tartozik. Az energiaszintekre pedig

n°k? 1
Sy + (n+ =) hwo (3.7)

E(n, k)= 5

adodik, ahol tehat n egész. Ez azt jelenti, hogy diszperzios relacio (azaz az F(k) fiiggvény)
parabolak sokasiagabol all, ahogyan az a 10. dbran lathato. A kiilonb6z6 n értékekhez
tartoz6 parabolak mas-més transzverzalis médusokhoz tartoznak, de gyakran hasznélatos
az elektromos "alsav" (subband) vagy inkabb alnivé elnevezés is, arra utalva, hogy az
elektromos eredetii ers, ami a vezetékbe kényszeriti az elektronokat (confinement), olyan
nivostruktiarat hoz létre, amely az egymés folétt 1évé savokra hasonlit. Fontos azonban
megjegyezni, hogy — ahogyan az elnevezés is mutatja — ezek az alnivok egy adott, a
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3 n=2
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n=2
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10. abra. Az energia fiiggése a k vektor egyik komponensétdl kiilonbozd transzverzalis

modusokra, parabolikus potencial esetén. Egy adott anyagban, konkrét V' (y) potencial

esetén, ami az elektronokat a hullaimvezetGbe kényszeriti, csak véges sok transzverzalis

modushoz tartozik sikhullim megoldés: ha E(n, k) > E¢ minden k-ra (mint az abréan
n > 1 esetén), akkor az adott modus betoltetlen lesz a végtelen vezet&ben.

kristalyszerkezet altal meghatarozott savon (pl. a vezetési savon) beliil helyezkednek el, a
kozottiik 16vs energiakiilonbség (hwg) altalaban nagysagrendekkel kisebb mint amit pl. a
vezetési és a vegyértéksav kozott talalunk egy félvezets esetében.

Az egyes keresztiranyi modusok betdltottsége attol fiigg, hogy az adott anyag Fermi-
szintje hogyan helyezkedik el a modusra jellemz6 E(n, k) gorbe minimumahoz képest. Ha
ez a minimum nagyobb, mint a Fermi-energia, akkor a moédus alacsony hémérsékleten
lényegében betdltetlen lesz. Vegyiik azonban észre, hogy az energia kifejezésében szerepls
k%-tel aranyos tag elGjele a (3.4) szorzatallapot felirasabol adodott. Valos k-t feltélezve,
a sikhullam helyett a e*** fiiggvényeket véve, formalisan szintén megoldasokat nyeriink,
csak ezek nem hullamot frnak le. Végtelen vezetGt feltételezve ezek a hullamfiiggvények
végtelenné valnak, igy nem irnak le fizikailag értelmes allapotokat, de egy véges tarto-
manyon mar ezek az — optikai analogiaval — "evaneszcens" megoldasok is fontos szerepet
jatszhatnak.

Kovetkez6 1épésként tekintsiink olyan elektrongazt, amely egy 2 iranyt magneses tér
hatéasatol eltekintve szabadon mozoghat az xy sikban (V' =0). Emlékezziink vissza, hogy
a klasszikus kép alapjan — mivel minden lehetséges sebesség merdleges a magneses térre —
korpalyak létrejottét varjuk. Tovabbi fontos észrevétel, hogy a (3.1) egyenletben szerepld
A vektorpotencial nem egyértelmi, most is, mint minden elektrodinamikaval kapcsolatos
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probléma esetén, élhetiink a mérték megvalasztasanak a szabadsigéval. Legyen tehat
A, =-By, A,=A,=0, (3.8)

ahol B jeloli a kiils6 magneses tér nagysagat. Mas mértéket vilasztva a megoldésok 1é-
nyegesen kiilonb6z6 alakuaknak adodhatnak, de a fizikai kovetkeztetések, amelyeket az
eredményekbdl vonunk le, természetesen mértékfiiggetlenek. A fenti mértéket hasznal-
va, és a (3.4) szorzatalakban keresve a megoldast, a transzverzalis fiiggvényre vonatkozd
sajatértékegyenlet kovetkezG alakba irhato

2
py 1 * 2 2

= =F , 3.9

5, T W) x(y) = Ex(y) (3.9)

ahol y, = Z—g, az W, = % mennyiséget pedig hagyomanyosan ciklotronfrekvencidnak ne-

vezik. Formailag (3.9) is egy parabolikus potencialt tartalmazo idéfiiggetlen Schrodinger
egyenlet, csak a potencidl minimuma az origéd helyett az y; pontban van. Ennek megfele-
16en a kovetkezd megoldasok adddnak:

Xok(y) = € CPHLN(G),  G=ad(y) = V/mwe/h(y+ur), (3.10)

E(n, k)= (n—l—%)hwc. (3.11)

Az itt megjelens energiaszinteket nevezziik Landau-nivoknak. Vegyiik észre, hogy ezek az
energiaszintek (magneses alnivok, "alsavok") fiiggetlenek k-tol, egymastol valo tavolsagu-
kat pedig a ciklotronfrekvencian keresztiil B nagysiga szabja meg. Ha a szabad elektron-
gaz analogidjara az F(k) fiiggvény k szerinti gradiensét az allapothoz tartozo sebességgel
aranyosnak tekintjiik, akkor ebben az esetben

1
v(n, k)= £v,€E(n, k) =0, (3.12)
ami talan kissé erGltetetten, de kapcsolatba hozhato a klasszikus képpel, hiszen a zart kor-
palyan mozgo elektron sem "megy sehova". Tovabbi lényeges kiilonbség a tisztan magneses
és tisztan elektromos alnivok kozott, hogy a magneses esethez tartozo hullamfiiggvények
— yr-nak megfelelGen — transzverzilis irAnyban eltolodnak, ahogyan k valtozik.

Ennek az alfejezetnek a zardsaként foglalkozzunk azzal a viszonylag altalanos eset-
tel, amikor mindkét eddig vizsgalt jelenség befolyasolja az elektronok viselkedését, azaz
tekintsiink hullimvezet6ben haladd, méagneses tér hatasanak is kitett elektronokat. Le-
gyen tehat a skalar- és a vektorpotencial ugyanaz, mint korabban, és tovabbra is keressiik
a (3.4) egyenlet altal adott szorzatalakban a sajatfiiggvényeket. A transzverzalis x(y) rész
ekkor a

2 2 2 2 2
py 1 «Welpy o 1 *, 2 c —
- - + =< =F 3.13
Zy + 2m 30 Y T 2m W lY zoyk X(v) x(v) ( )
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sajatértékegyenletet elégiti ki, ahol
Wi =wi4ws. (3.14)

Ez az Osszetettnek latszo egyenlet lényegében még mindig csak parabolikus potencialt
tartalmaz, igy megoldasai is felirhatok:

2

o) = € PPHL@), G=7(y) = (y+ “’—;yk) , (3.15)

Weo
R2k? W? 1
E(n, k)= o +(n+ §)hwc0- (3.16)

Ezek a mégneses-elektromos alnivok természetesen atmennek a korabbi eredményekbe,
ha V =0 vagy B =0. Konkrétan a diszperzios relaciot tekintve, zérd magneses tér esetén
parabolakat latunk, amiknek a minimumhoz kozel es6 része "kisimul," ha ezutén egyre
erGsebb mégneses teret feltételeziink. Formalisan ez a jelenség olyan, mintha a magneses
tér jelenléte az elektromos alnivokat gy torzitana, hogy a tomeg megndvekszik, méghozzéa
eredeti m* értékének 1+ w?/wi-szeresére. Ez akkor is igaz, ha az éllapotokhoz tartozo
sebességeket is kiszamitjuk a (3.12) egyenlet alapjan, hiszen

Ik wi

* 42
m” Wy

v(n, k) = (3.17)
Maguk a sajatfiiggvények azonban ennél bonyolultabb, és a fizikai tulajdonsagok szem-
pontjabol lényegesebb valtozason esnek &t a magneses tér nélkiili esethez képest. Ezt a
legjobban talan abbol lathatjuk, ha k£ nagysagu hullaimszammal rendelkez§ sajatfiiggvény
transzverzalis irdnyban vett y, centrumat a fenti sebességgel fejezziik ki:
wz + w?
yp = v(n, k) 2. (3.18)

Wewg

Az y iranyban tehat a hullamfiiggvények a sebességgel aranyosan tolodnak el. Novekvs
méagneses tér esetén ez azt jelenti, hogy a pozitiv x irdnya aramot hordozo elektronok a
minta egyik, mig az ellentétes iranyban "haladok" a minta masik széle felé tolodnak, azaz
térben elvalik egymastol a két irany. Ez az effektus klasszikusan is érthetd (ellentétes iré-
nyu a Lorentz-erd), de igazi jelentGsége abban 4ll, hogy ekkor az elektron-elektron szorasok
valosziniisége (illetve a visszaszoréas hatékonysaga) erésen lecsokken, ami a szabad uthossz
jelentGs novekedésével jar. Az 5.2 fejezetben, kvantumos Hall effektus targyalasakor még
visszatériink erre a jelenségre.
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3.2. VezetSképesség és transzmisszids valoszintiség

A tovabbiakban azzal a kérdéssel fogunk foglalkozni, hogy véges méretii ballisztikus esz-
kozok vezetSképessége (conductance) hogyan hatérozhaté meg. Ahhoz, hogy a probléma
joldefinialt legyen, a vizsgalni kivant vezetGt Ossze kell kotniink egy fesziiltségforréassal,
zarni kell az aramkort. Nyilvan az is fontos, hogy a kort alkotd egyéb elemek vezessék az
aramot, igy a 11. abran véazolt elrendezés a célszert, illetve a gyakorlat szempontjabol ez
bir a legnagyobb jelentdséggel. Itt tehat a "mérendd" eszkoz vezetékeken keresztiil kap-

1

Ballisztikus
vezetd

1. vezeték 2. vezeték

1. Brintkezd 2. Erintkez6

11. abra. Ballisztikus vezets aramkorbe kapcsoldasa. A két oldalon talalhato
érintkezékben kiilonbozik a kémiai potencial, ennek hatésara folyik az &ram a vezet&ben.

csolodik az érintkezSknek (contact) nevezett, altakaban nagyobb méretii tartomanyokhoz,
amelyekben a kémiai potencial ("Fermi-szint") a kiilsg fesziiltség (és esetleg a kiilonb6zd
anyagi mindség) miatt nem azonos. Ugy is tekinthetjiik, hogy a vezet6bél kiaramlo tol-
téseket ezek az érintkez6k potoljak, mikozben bels allapotuk lényegében nem valtozik
meg. Termodinamikai analdgiaval: az érintkezdk olyanok, mint a hétartalyok, a vizsgalni
kivant "kis" rendszer szempontjabol praktikusan végtelen sok szabadsagi fokkal rendelkez-
nek, befolyasoljak a kis rendszer allapotat, az azonban nem hat vissza rajuk. Klasszikus
elektromossagtanra utalva, ahhoz, hogy a vezetéképesség mérésének legyen értelme, az
szitkséges, hogy az érintkezsk "végteleniil" jobb vezetd legyenek, mint az a rendszer, amit
mérni szeretnénk.

Els6ként tekintsiik azt az esetet, amikor pusztan egy [ hosszusagu, d szélességii, két-
dimenzios ballisztikus vezetéket helyeziink az érintkezdk kozé. (Mintha a 11. 4bran nem
volna kozépen eszkoz, és a két, ballisztikusnak gondolt vezeték Gsszeérne.) Ha klasszikus,
ohmos ellenallas esetével allnank szemben, akkor a vezet&képességet a geometria és a o
(kétdimenzios) fajlagos vezetGképesség hatarozna meg: G = od/L. Ez azt jelenti, hogy [
csokkenésével G minden hataron tul ndvelhets. Ma mar kisérletileg is igazolt tény, hogy
ez nem igy van, a vezets hosszanak csokkentésével a vezetGképesség egy véges G értékhez
tart. Ahogyan majd latni fogjuk, ez alapvetGen annak a kévetkezménye, hogy a transzver-
zélis modusok szama lényegesen nagyobb az érintkezGkben, mint a mintdban (ahol az el6z6
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fejezetnek megfelelGen az is elképzelhets, hogy csak egyetlen olyan médus van, ami halado
hullami megoldashoz kapcsolodik), a minta nem feltétlentil tud tetszéleges transzverzalis
eloszlassal rendelkezé aramot "felvenni". E miatt G, reciprokat, R.-t kontakt ellenallasnak
(contact resistance) szokas hivni. Ennek a viszonylag kézenfekvé kiszamitasahoz sziiksé-
giink van egy kozelitésre, nevezetesen a "visszaverdésmentes" érintkezd (reflectionless
contact) bevezetésére. Ez azt jelenti, hogy a vezet6bdl az érintkezGbe veszteség (visszave-
rédés) nélkiil tudnak atjutni az elektronok. Az idézgGjel a "visszaversdésmentes" sz6 koriil
arra utal, hogy a forditott irAnyban ez korantsem feltétleniil igaz (ballisztikus esetben va-
l6jaban ebbdl a visszaver6déshdl szarmazik az ellenallas). Az a feltevés, hogy egy keskeny
vezetGbdl az elektronok elhanyagolhato reflexioval jutnak egy széles érintkezébe, amellett,
hogy fizikailag hihets, numerikus szamitasokkal is igazolhato.

Tegyiik fel most, hogy az aram a ballisztikus vezet6ben mondjuk balrol jobbra folyik,
legyen ez a pozitiv x tengely irdnya. Az ilyen irdnyd mozgast leir6 allapotok hullam-
szamvektoranak x komponense pozitiv, hivjuk 6ket Osszefoglaloan +k allapotoknak. Ha
ezekhez az allapotokhoz a (2.14) egyenletekhez hasonloan egy F'*, mig a —k allapotokhoz
egy F'~ kvazi Fermi-nivot kapcsolunk, akkor egyszert megfontolasok alapjan adodik, hogy
F* megegyezik a bal oldali érintkezd p; kémiai potencidljaval, és F'~ = ps is fennall. Indul-
junk ki ugyanis abbol, hogy ha kezdetben pi; = o, akkor természetesen a +k allapotokhoz
tartozé6 I — mint minden egyéb allapothoz tartozo Fermi-nivo — megegyezik p1-gyel. Ha
most gondolatkisérletként po-t elkezdjiik valtoztatni, F'T nem fog megvéltozni, hiszen a
"visszaverGdésmentes" érintkezGk miatt a +k allapotok semmilyen oksagi viszonyban sin-
csenek a jobb oldali érintkezével: nincs olyan elektron, amelyik a jobb oldali érintkezGbdl
indul el, és a +k csaladba tartozik.

A fentiek ismeretében most méar meghatarozhatjuk a kontakt ellenallast. Egy adott F
energian a véges keresztmetszeti vezetGben véges M (FE) szamu transzverzalis modushoz
tartozik haladé huldmot leir6 megoldas, ami egyaltalan aramot vihet. Ha ¢, jeloli az
n-edik elektromos alnivé minimumat (parabolikus esetben — amit a 9. abra is mutat —
én = E(n,k=0)), akkor

Z O(E—e,). (3.19)

Az egyes elektromos alnivokhoz tartozé transzverzalis modusok ortogondlisak, a vezetés-
hez val6 hozzajarulasukat egymastol fiiggetleniil fogjuk figyelembe venni. Egyetlen transz-
verzalis modusra koncentralva tehat, legyen fT(FE) a betoltottség eloszlasa energia szerint
(alacsony hémeérsékleten fT(E)=0(E;—F)). Ha az | hosszusagi mintaban az elektronsi-
riiség hosszisagegységenként allando n-nek vehetd, az elektronok sebessége pedig mindig
v, akkor env aramot széallitanak. Esetiinkben, egyetlen allapotra n=1/[, tovabba, ahogyan
az el6z6 fejezetben is lattuk, v = %%—f. A 2.3 fejezet alapjan mondhatjuk, hogy alacsony
hémérséklet esetén az aramot azok a +k allapotok széllitjak, amelyek energidja py és po
kozé esik, hiszen egyrészt ebben a tartomanyban nincsenek —k allapotok, mastészt pedig
po-nél kisebb energia esetén minden allapot (+k és —k is) betoltott. Ezek alapjan, az

n-edik modusra:

S ) (320)

Most valtsuk &t a diszkrét dsszeget k szerinti integralra a Y, — /7 [ dk egydimenzioban
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érvényes Osszefiiggés [4] alapjan. Igy

=% /“2 FH(B)dE (3.21)

b Jmax(en i)

adodik. Ha €, < 1 és az alacsony hémérsékletd hataresetet vizsgaljuk, akkor az integral

kénnyen elvégezhets:
2e

Innen a kontakt ellenallas:

R.=G.'= (m)_l = % (3.23)

Ha M modus szallitja az aramot, akkor a fentiekkel megegyezs feltételek mellett azt
kapjuk, hogy, ,
2e h

G.= TM’ R.= 2oL (3.24)
ami szamszeriien azt jelenti, hogy R.=12,9k)/M, a kontakt ellenallas tehat egy viszonylag
nagy értékrdl indul egyetlen modus esetén, de M reciprokaval csokken, ahogyan a modu-
sok szdma novekszik. Ez azt is jelenti, hogy makroszkopikus esetben, amikor M igen nagy,
R. hozzdjaruldsa az eredd ellendllashoz rendszerint elhanyagolhaté. Ha azonban M ele-
gend&en kicsi, akkor, ahogyan a bevezet&ben, az 1. 4bréan lathato kisérleti eredmény is

mutatja, egy-egy ujabb modus megjelenése az ellenédllas mérhets csokkenéséhez vezet.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor magéban a ballisztikus vezetGben (annak geo-
metridja, vagy enyhe szennyezettsége miatt) is jelen vannak szorocentrumok. Ekkor azok
az elektronok, amelyek egyszer mér beléptek a vezetGbe, nem feltétleniil haladnak &t raj-
ta, ami ahhoz vezet, hogy az ellendllast sem csupan R, hatarozza meg. A fentiek alapjan

ekkor
B M2e

Iye = . (f1 — pa2) (3.25)

aram lép be a vezetébe. Ha annak a T valoszintiségét, hogy az elektronok atjutnak a
vezetén, az egyszerliség kedvéért minden modusra azonosnak vessziik, akkor a kifolyo
aram

Mth (11— pi2) - (3.26)

A fenti két aram kiilonbsége a "visszaverddik",

Ly =T

M2e

]vissza - (1 _T) A

(1 —p2) (3.27)

ezt az aramkomponenst tehat azok az elektronok alkotjédk, amelyek nem jutnak at a
vizsgalt vezetén. A teljes aram ezek alapjan I=1y;=1Ip.— l,iss.4, ahonnan a vezetGképesség:

92 2
G= %MT. (3.28)
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Ez a Landauer-formula [7].

Ezen a ponton érdemes kissé megéllni, és elemezni a (3.28) egyenletet. Egyrészt tri-
vialisan latszik, hogy a T'= 1 esetben visszakapjuk a kontakt ellenallas reciprokat, azaz
viszonylag szemléletesen lathato, hogy a megndvekedett ellenallas a vezeté belsG struk-
tarajanak a kovetkezménye. Formalisan, ha a Landauer-formula alapjan adott ellenallast

a
h 1 h h 1-T

22MT  2¢°M  28M T
alakba frjuk, akkor azt latjuk, hogy az eredd ellenédllas R, és egy, a transzmisszids valo-
szintiség altal meghatéarozott tag Gsszege, gy, hogy ez utobbi eltiinik, ha T'=1. A (3.28)
egyenlet reciproka tehat a teljes a R-et adja meg, beleértve a kontakt ellenallést is. Fontos,
és eddig nem részletezett kérdés azonban, hogy pontosan mit is értiink a 7" transzmisszios
valosziniiségen? Visszagondolva a 11. abrara, arrél van sz6, hogy mely pontok (sikok)
kozott értelmes 7', "honnan" és "hova" jut el az elektron ezzel a valosziniiséggel. Ez (szé-
molas)technikai értelemben sem elhanyagolhato kérdés, hiszen ha a két referencia pontot
mélyen az érintkezdk belsejében valasztjuk (ami elsd gondolatként természetesnek tiinik),
akkor lényegesen nehezebb T' meghatarozésa, mintha mondjuk azzal a valosziniiséggel
azonositanank, hogy az elektron a bal oldali vezetékbdl atjut a jobb oldaliba. Az els6
lehetség, szerencsére — amellett, hogy nehezebb probléméat definidlna — nem is helyes,
hiszen a kontakt ellenallds valamilyen értelemben mar szamot ad arrol, hogy az érint-
kez6k hatarfelilletén mar atjutottak az elektronok. "Visszaverddésmentes" érintkezdket
feltételezve megmutathato [1], hogy fizikailag a masodik lehetdség értelmes, azaz T an-
nak a valdsziniiségét adja meg, hogy magan a ballisztikus vezetén atjusson egy elektron.
Tegyiik hozza, hogy ehhez erGsen sziikséges, hogy a 11. abran lathatd vezetékek "toke-
letesek" legyenek, mas szoval a rajuk vonatkozo (a fenti értelemben vett) transzmisszios
valoszintiség egységnyi legyen.

Erdekességként jegyezziik még meg, hogy ha a klasszikus hataresetet tekintjiik, amikor
sok az "likozés," és a T annak a fiiggvénye, hogy milyen hosszti a vezetd, akkor hiheté
feltevések sorozatan eljuthatunk az Ohm torvény differenciélis alakjahoz is. Pontosabban
az eredmény a kontakt ellenallast leszamitva egyezik meg az Ohm térvénnyel, de a fentiek
alapjan R, elegendGen sok modus estén elhanyagolhatd. Ez azt sugallja, hogy a (3.28)
egyenlet igen altalanos fizikai képet szolgaltat, nem feltétleniil csak a ballisztikus esetben
alkalmazhato. Erdemes azt is hangsilyozni, hogy az az allitas, miszerint az alkalmazott
fesziiltség és a létrejovs aram kozott a (3.26) egyenlettel adott viszony all fenn, azt is
jelenti, hogy a transzmisszids valoszintiségek nem fiiggnek sem a fesziiltségtsl sem az
aramtol. Igy ennek a linearis kozelitésnek a keretein beliil (amelynek érvényességi korére a
fejezet végén tériink vissza) lényegében ezen mennyiségek emlitése nélkiil meghatarozhato
a vezetGképesség, ami a szamitasokat nagyban egyszertisiti.

(3.29)

A fenti modell viszonylag kis valtoztatasokkal atvihets arra az esetre is, amikor a bal-
lisztikus vezetG ketts helyett harom vagy tobb érintkez6hoz kapcesolodik. A legfontosabb
példa talan a 2.1. fejezetben is emlitett Hall-fesziiltség mérése, amikor két érintkezdén &t
aram folyik, a masik ketté pedig fesziiltségmeérésre hasznalhaté. Ezt a "Hall-geometriat"
mutatja sematikusan 12. abra. A legaltalanosabb esetben az Osszes érintkezé kiilonb6z6
kémia potenciallal rendelkezik. Praktikus szempontokbol ilyenkor inkdbb a V' fesziiltsé-
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4.
vezeték

Balliszti
1. vezeték veaiiltSOZtlkus 3. vezeték

12. 4bra. Négy érintkez6hoz kapcsolodo ballisztikus vezets sematikus rajza. Ilyen
elrendezésben lehet pl. Hall fesziiltséget mérni.

geket szokds a probléma jellemzésére hasznalni, amik persze azonos anyagu érintkezék
esetén konnyen atvalthatok kémiai potencidlokka. A fentiekben vazolt Landauer-féle el-
mélet Biittiker |8] nevéhez két6ds altalanositasa szerint a p-edik érintkezén atfolyé aram
kifejezése

2¢? _ _
I, = o Z TopVp=TpgVas (3.30)
a#p

ahol a két érintkezd esetétd] feliilvondssal megkiilonboztetett T, annak a valoszintiségét
adja, hogy a p-edik vezetéken belépd elektron atjut a g-adik vezetékbe. (A tovabbiakban
a nyilat gyakran elhagyjuk az indexbdl.) Az észrevétel tehat lényegében az, hogy egy
konkrét vezetéken atfolyd aramot az Osszes lehetséges modon idejutéd elektronok egyiittes
hatasa hozza létre. A fenti egyenlet a vezetSképességi tenzor bevezetésével az

I, = Z GapVp—GpgVy (3.31)
a#p
alakot 6lti, ahol tehat
2e?_
qu - TTW_q. (332)

Ezek a métrixelemek tobb szimmetriatulajdonsiggal rendelkeznek, a legfontosabb talén
a ., Gpyg=>_,Gyp Osszegszabaly, ami a fizikai rendszer részleteitdl fiiggetleniil mindig
fennall, pusztan azzal fiigg 0ssze, hogy nem folyik d&ram, ha az 0sszes fesziiltség megegyezik.
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Ez alapjan az aramokra vonatkozo egyenlet is egyszertisithets:

I, = Z Gop (Vp—Va) - (3.33)
a#p

Fontos észrevenni, hogy ez a leiras a fesziiltséget és az aramerdsséget bizonyos értelemben
azonos modon kezeli. Ha pl. két érintkez6 kozotti fesziiltséget mérjiik, akkor a "mérg-
korben" nem folyhat aram, a mért fesziiltség pedig kifejezhets a vezetSképesség tenzor,
valamint a tobbi fesziiltség ismeretében. Ha két érintkezd kozott a fesziiltséget ismerjiik,
akkor pedig az atfoly6 aram szamithato ki G ismeretében.

Végezetiil vizsgaljuk meg kissé részletesebben, hogy a fentiekben 6sszefoglalt Landauer-
Biittiker formalizmus milyen esetekben hasznélhaté valodi fizikai rendszerek realisztikus
leirasara. Koncentraljunk most ennek a kérdésnek a hémérséklettel Osszefiiggé vonatko-
zasaira, illetve arra, hogy a modell linearitdsa milyen feltételek mellett teljesiil.

Eddig lényegében "nulla" hémérsékletrsl beszéltiink, azt lattuk, hogy egyenleteink
helyesek az alacsony homérséklett hataresetben. A (3.21) és (3.31) egyenleteket vissza-
idézve kézenfekvdnek tiinik (és helyes is [1|) az az altalanositas, hogy véges hémérsékleten
az aramot az

I,= / io(E)dE (3.34)

energiara atlagolt kifejezés adja, ahol

, 2e —
ZP(E):%ZTP(J(E) (fo(E)— fo(E)). (3.35)
q
Itt f,(E) jeloli a p-edik érintkezdére vonatkozo Fermi-fiiggvényt :
1
f(B) = — 5= (3.36)

exp(EkT )+1

T,,(E) pedig annak a valoszintisége, hogy egy E energiaval rendelkez§ elektron, ami a
g-adik vezetéken at lép be a ballisztikus eszkozbe, atjut a p-edik vezetékbe. Ezutan, ha
a (3.35) egyenletben szerepld integral argumentuma elegendGen lassan valtozik, akkor
sorbafejthetjiik, és megallhatunk az elsé rendnél. Igy linearis valaszt nyeriink (V,=p,/|e]):

I, = Z Gop (Vp—Va), (3.37)
q#p

csak most mar vezetSképesség tenzor elemei tartalmazzak az energiara torténd atlagolast:
262 — 8f0

Ebben az egyenlethen az egyensilyi Fermi-fiiggvény szerepel, fo(E) tehat azt a szituaciot
irja le, amikor a p és ¢ érintkezd azonos kémiai potencidlon van, és igy aram sem folyik. Az
ettGl az egyensilytol valo kicsiny eltérést vettiik a sorfejtéssel figyelembe. [gy tehat maga
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a kozelités, ami a lineéris valaszhoz vezetett, akkor érvényes, ha a sorfejtés jo kozelitésnek
tekinthets. Ez akkor all fenn, ha |p, — i, < €.+ "néhanyszor k1", ahol az €. "korrelacios
energia" lényegében azt mutatja meg, hogy transzmisszios valészintiség mekkora tarto-
manyon tekinthetd fiiggetlennek az energiatol. (Jegyezziik meg, hogy a fent feltételben az
idézdjeles, a hdmérsékletre utalo tag nem igazén egzakt matematikai alapon keriilt oda,
ez sokkal inkdbb a nagysagrendek ismeretérdl taniuskodo, jol hasznalhato 6kolszabaly.) Ha
a fentieken feliil még kT < e, is teljesiil, akkor
2¢?

qu = Tqu<Ef)a (3-39)

azaz visszakaptuk a korabban kiszamitott eredményt. Osszefoglalva tehat, azt, hogy a
rendszer valasza linedris lesz-e, az hatarozza meg, hogy a korrelacios energia hogyan vi-
szonyul a két érintkezd kémiai potencidjanak a kiilonbségéhez. Szintén az €. energiat kell

k'T-vel 6sszehasonlitanunk ahhoz, hogy meghatarozzuk, tekinthetG-e a hémérséklet ala-
csonynak a vizsgalt probléma szempontjabol.
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4. fejezet

Transzmisszios valdszintiségek
szamitasa

Az el6z6 fejezet alapjan azt mondhatjuk, hogy elegendden kicsi fesziiltségek és alacsony ho-
mérséklet esetén egy ballisztikus eszkoz vezetGképességét az hatarozza meg, hogy a Fermi
energiaval rendelkez6 elektronok milyen valoszintiséggel jutnak at az eszkdzon. Masképpen
fogalmazva, a Landauer és Biittiker nevéhez kothetd elmélet a vezet&képesség meghatéro-
zasat tulajdonképpen kvantummechanikai szorasproblémara vezeti vissza, a feladat nem
més, mint a transzmisszios és reflexios egyiitthatok, illetve valoszintiségek meghatarozésa,
a szorasra jellemzdé peremfeltételek mellett. A kvantummechanikai szérasprobléma keze-
lésére — fontossaga és gyakori el6fordulasa miatt — jol kidolgozott, szertidgazo elmélet all
a rendelkezésiinkre. Igy a T' transzmisszios valosziniiség meghatarozasa is tobbféleképpen
torténhet, ebben a fejezetben példakat lathatunk ezekre az eljarasokra. A lehetséges mod-
szerek sokszintisége miatt természetesen nincs mod ezek teljes attekintésére, de két fontos
példa jol szemlélteti a probléma kapcsan felmeriil6 tipikus kérdéseket.

Az elsé alfejezetben egy példan keresztiil megmutatjuk, hogy bizonyos, fizikailag is ér-
dekes esetekben "elemi" modszerek hasznalataval viszonylag konnyen célt érhetiink. Arrél
van szd, hogy ha a problémat leir6 Schrodinger egyenlet a megfelel6 peremfeltételek figye-
lembe vételével analitikusan megoldhato, akkor az eredményiil kapott hullamfiiggvénybdl
konnyen meghatarozhato a transzmisszios valésziniség. Osszetettebb esetekben azonban
altalaban nem jarhato ez az ut, ekkor altalanosabb, pl. a Green-fiiggvényeken alapulo
technikat érdemes valasztani. A masodik alfejezetben ennek a hozzaallasnak az alapjait
tekintjiik at.

4.1. A szoraspoblama megoldasa elemi moédszerekkel

Ebben az alfejezetben egy konkrét példan keresztiil mutatjuk meg, hogy a szokasos kvan-
tummechanikai modszerek hogyan alkalmazhatok a transzmisszios valoszintiség meghata-
rozasara.

Tekintsiink egy vékony vezetékekbdl allo ballisztikus gytiriit, amit az érintkezékkel
idealis, egységnyi transzmisszioval rendelkezé vezetékek kdtnek Gssze. Ahogyan a 2. abra
is mutatja, félvezet§ heterostrukturdkban ma mar laboratériumi koriilmények kozott is
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i{¢")

13. 4bra. Egydimenziésnak tekinthet6 vezetékekbdl allo kvantumgyird és a leirasahoz
hasznalt hullamfiiggvények.

létrehozhatok ilyen eszkozok. Ha a vezetékek elegendGen vékonyak, akkor csak egyetlen
keresztirany modushoz tartozik haladé hullamot leir6 megoldés. Ilyenkor a vezetékek ke-
resztiranyu kiterjedése elhanyagolhatd, a probléma ilyen értelemben "egydimenzidsnak"
tekinthetd (ezt mutatja a 13. abra). Tovabba, ha valoban egy félvezets heterostruktiraban
létrejove kétdimenzios elektrongazt szeretnénk modellezni, akkor legtobb esetben az effek-
tiv tomeg kozelités is alkalmazhato. E modell keretein beliil tehat a gytiriih6z kapcsolodo
vezetékekben a

o o? o2
Comr 022 T 2mr 92
Hamilton operatorok hatarozzak meg az elektronok allapotait. A gytiriin beliil szintén (ef-
fektiv értelemben vett) szabad részecskékrol beszélhetiink, amelyeknek a mozgésa azonban
a korvonal mentére korlatozodik. A 13. dbra jeloléseivel az also és a fels6 karhoz tartozo
Hamilton operatorok

H; =

(4.1)

R? 92 2 92

Hu = T a3 5 _.Aa oo = T3 9 _.a 09
2a’m* 0p? : 2a2m* Oy’

(4.2)

ahol a jeloli a gytrd sugarat, ¢ és ¢’ pedig az abran jelolt szogvaltozok. A fenti Hamilton
operarok sajatfiiggvényeit konnyen felirhatjuk, H; és Hj; esetén sikhullamokrol van szo,
mig a gyitiriiben

/

T, =, U =em? (4.3)
A megfelel§ sajatenergidk
5 R s 5 s
Er=—Fk, En=-—Fk", BE,=-——n* E=-——n 4.4
T oms" 7 T T oy 2a2m ' T 2a2mr (4.4)

ahol k és k" az I illetve I1 vezetékben terjeds sikhullamok hullamszéama. Kis fesziiltségek
és alacsony homeérséklet esetén az Gsszes fenti energia E-fel egyezik meg, szoval |k|=|k'|=
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2Era*m*
ol = '] =g =) = (45)

Foglalkozzunk most a peremfeltételek kérdésével. Szorasproblémak esetén a leggyakoribb
valasztas az, hogy tekintiink egy "bejové" hullamot, aminek iranya megvaltozik a szoras
kovetkeztében. Pontosabban a tulajdonképpeni kérdés éppen a szort hullam intenzitasa-
nak az irany szerinti eloszlasa. Esetiinkben érkezzen a "bejovs" hullam az I vezetéken
at, ekkor a geometria miatt ennek irdnya pusztan kétféleképpen viltozhat meg, vagy a
ellentétes lesz az eredetivel (visszaverddés), vagy pedig a II "kimend" vezeték pozitiv
iranyaba mutat. Ezeknek a peremfeltételeknek az F; energian az alabbi sajatfiiggvények
felelnek meg:

= ky, tovabbd

U, =kt ppe e @y, = et (4.6)

ahol a "bejové hullim" amplitidojat egységnyinek véilasztottuk, és igy az r reflexids és
t transzmisszios egyiitthatora (amelyek komplex szamok) teljesiilnie kell az |r|? + |¢|* =
=1 0Osszefiiggésnek. Ezeknek a sikhullamoknak az iranya természetesen elemi hullamtani
ismeretek alapjan megmondhato, és igy az is latszik, hogy a fenti valasztas lényegében
azt fejezi ki, hogy a I vezetéken keresztiil nem érkeznek elektronok a gytiriibe. Bonyo-
lultabb esetekben célszerii megkeresni a Hamilton operatorhoz kapcsolodd J aramot és p
strtiséget, szoval azokat a mennyiségeket, amelyekre a

o _

5 =-VJ (4.7)

lokalis kontinuitési egyenlet teljesiil. Jegyezziik meg, hogy legaltalanosabb esetben forras-
tag is szerepel a fenti egyenletben, de mi most a stacionérius esetre vagyunk kivancsiak,
azaz az 1d6 szerinti derivalt zéro, és igy (az egydimenzios eset miatt) az dram sem mutat
terfiiggest. Ismeretes [3] (de konnyen ellendrizhet6 is), hogy egy idéfiiggetlen H = P2 /2m+
+V Hamilton operator esetén, amely a 1 (z) hullamfiiggvények terén hat, a

oyt Lo
or %>

p=@), J=S@ (4.8)

tn. valoszintiségi stirtiség és aramsiirtiség teljesiti a (4.7) kontinuitasi egyenletet. A fenti
J irdnya (egy dimenzioban az eljele) adja meg, hogy "merre folyik" az dram, valamint
az is igaz, hogy az elektromos aram, emi egy J-vel jellemzett, ¢ toltést részecskéhez
kapcsolhato, egyszertien J. = ¢gJ modon szamithat6. Ez alapjan a 4.6 allapotokhoz

J[ZGI{?J% (1—|T|2) s J][:6k5c|t|2 (49)

elektromos aramsirtiségek tartoznak, az egyszert hullimtani képpel teljesen megegyez&en.
A T transzmisszios valoszintiségre pedig az igaz, hogy

Iki |JI[| 2
=g =k (1.10)

Igy tehat ha a t egyiitthatot meghatarozzuk, lényegében megkapjuk a gyiri vezetGképes-

38



TRANSZMISSZIOS VALOSZINUSEGEK SZAMITASA

ségét is.

Ebbe az irdnyba haladva, jelenleg tehat ott tartunk, hogy egyel6re ismeretlen ¢ és r
egyiitthatokkal felirtuk a hullamfiiggvényeket a vezetékekben. A gytri két karjaban is
ismerjiik az Ey energidhoz tartozo megoldasok alakjat:

U, =a,e™?+b,e ™% U, = aere’ —|—ble*i”f‘P/, (4.11)

de az itt megjelend a, b egyiitthatok még szintén ismeretlenek. Azt viszont pl. a H, szog-
fiiggd Hamilton operatorhoz tartozo

e OO
J“—QZd(l/}@gp ¢<,0x

) (4.12)

aramsiiriiség elGjelének vizsgalataval megallapithatjuk, hogy b, az 6ramutato jarasaval
megegyez6, a, pedig azzal ellentétes irdnyban foly6 aramot ir le.

Az ismeretlen egyiitthatok tigy hatarozhatok meg, hogy a megoldasokat egymashoz il-
lesztjiik a tartomanyok hataran, azaz azokban a pontokban, ahol a vezetékek csatlakoznak
a gylriihoz. Alapvet6 kivanalom a hullamfiiggvény folytonosséga, ami persze a Schrodin-
ger egyenlet, mint differencidlegyenlet rigorézusabb vizsgalataval is megindokolhatd. A
folytonossag a 13. abra jel6léseivel igy irhato:

Ui(z=0) = Vu(p=7)="Vu(¢ =2r—7), (4.13)
V2’ =0) u(p=0)= V(¢ =0). (4.14)

A probléma megoldhatosagahoz még két Gsszefiiggés hidnyzik, amik a kontinuitasi egyen-
letb&l adodnak, és azt fejezik ki, hogy a csatlakozasi pontokba befoly6 és onnan kifolyo
aramok nagysaga megegyezik. (Ez teljesen analog a megfelels klasszikus Kirchoff tor-
vénnyel.) A koordinatarendszerek iranyitasanak megfelels elGjeleket véve, ez azt jelenti,

hogy
Julo=7)+ (¢ =2r—7)+ =0, J(p=0)+J(¢"=0)+J;=0. (4.15)

Ha a (4.14) egyenletek mar teljesiilnek, akkor az daramokra vonatkoz6 fenti megkotések a
megfelel§ deriviltak Osszegének az eltiinését fejezik ki, ami azért hasznos, mert az egyen-
letek igy linearisak lesznek a hat ismeretlen egyiitthatoban. Igy egy hat egyenletbsl allo
lineéris egyenletrendszert nyertiink. Fizikailag érezhetd, hogy ennek az egyenletrendszer-
nek mindig (minden Ey értékre) egyértelmtien megoldhatonak kell lennie. Ez igy is van,
bar ha az egyiitthatok matrixanak a determinans egy adott ky esetén eltiinik, az természe-
tesen kiilon figyelmet érdemel. Mindenesetre az egyenletek szamat tekintve ez a probléma
még papiron, ceruzaval (analitikusan) is konnyen megoldhato.

A 14. abra arra az esetre mutatja a T'=|t|* transzmisszios valoszintség fiiggését a gytrd
a sugaratol, amikor a vezetékek egyméssal szemben helyezkednek el, azaz a 13. abran
lathato v szog m. Ekkor az analitikus megoldas

B —8isin (kam)
~ 5—5 cos (2kar)+4isin (2 karn)’

/ (4.16)
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G(e'/h egységekben)
5

kam

14. abra. Egydimenziés kvantumgytird vezetSképessége e?/h egységekben.

és ahogyan az dbréan latjuk, a transzmisszios valoszintség (vagy a vezetSképesség e*/h egy-
ségekben) periodikus fiiggvénye a gytri sugaranak. Szemléltesen azt mondhatjuk, hogy
ez annak a kovetkezménye, hogy az egymassal szembe foly6d aramokat leird gytiriibeli hul-
lamfiiggvények interferenciaja a kimenetnél — ami a folytonossag miatt meghatarozza a
kifoly6 dramot is — attol fiigg, hogy mekkora "utat" jarnak be, azaz a hullaimszamhoz
képest mekkora a gytird sugara.

Kissé tavolabbrol tekintve az eredményre, azt mondhatjuk, hogy ebben a fejezetben
egy szép példajat lattuk annak, amikor a transzmisszios valosziniiséget analitikusan lehet
meghatarozni, tulajdonképpen pusztan alapveté kvantummechanikai ismeretekre tamasz-
kodva. Modszeriink az volt, hogy a kiilénb6z6 tartomanyokon megoldottuk az idéfiiggetlen
Schrodinger egyenletet, a sajatfiiggvények koziil a Fermi-energiaval rendelkezGket valasz-
tottuk ki, majd illesztettiik a megoldésokat. Ezutan a teljes geomeriat leir6 hullamfiigg-
vény ismeretében (azaz a probléma kvantummechanikai értelemben vett teljes megoldasa
utan) mar egyszerd volt a transzmisszios valoszinliség meghatarozasa. A kovetkezo fe-
jezetben azokra az esetekre is alkalmazhaté modszert vazolunk, amelyek nem kdnnyen
kezelhetk a fenti eljarassal.

40



TRANSZMISSZIOS VALOSZINUSEGEK SZAMITASA

4.2. Szorasi matrix és Green fliggvények

Ebben a fejezetben a szorasprobléma kapcsan azokat a modszereket tekintjiik at, ame-
lyek altalanosak abban az értelemben, hogy segitségiikkel a feladat mindig olyan alakba
irhato, ahonnan a kivant eredményekhez méar szokdsos numerikusan eljarasok vezetnek.
Nyilvanvaloan ez még nem jelenti azt is, hogy igy minden esetben kénnyen kiszadmithatok
pl. a transzmisszios valosziniiségek, hiszen Osszetettebb esetekben az igy kapott nume-
rikus probléma gyakran szamitastechnikai értelemben "nehéz" (vagy inkabb bonyolult),
megoldasa komoly szamitéasi kapacitast és/vagy hossza id6t igényel.

A fejezet elss részében a szoérasi métrixrol lesz roviden sz6, majd a szamunkra érdekes
Green-fiiggvényekkel valo megismerkedés utan arra tériink ré, hogyan lehet diszkretizalt
(racs)modelleken beliil meghatarozni ezeket a fiiggvényeket (matrixokat) és felhasznalni
Gket a lényeges fizikai mennyiségek kiszamitasara.

Szorasi matrix

Tekintsiink egy érintkezdkkel 6sszekottetésben 1évs ballisztikus vezetdt, legyen egy adott
E; energian egyik oldali vezetékben n;, a masikban pedig n, a halad6 hullamot leir6
modusok szdma. Ezek a halado hullamok altaldban két irdnyban, a vezets felé, illetve

attol tavolodva haladhatnak. (A hullamok terjedési irdnyat — ahogyan az el6z6 fejezetben
lattuk — a megfelel§ valoszintiségi aramstiriiségek iranya adja meg.) A 15. abra egy olyan

a

— "' » Ballisztikus a,

‘b._ vezetd —
a, [

_ 2 b,

1. vezeték 2. vezeték

1. Brintkezd 2. Brintkezd

15. abra. Ballisztikus vezetd a bejovd és kimend hullamok amplitudéinak a
feltiintetésével.

esetet szemléltet, amikor n; =2, ny = 1. Az egyes irdnyokhoz tartozé amplitadokat a;-vel
és b;-vel jelolve (esetiinkben az ¢ index harom értéket vesz fel, altalaban i=1.2,...n1+ns),
a szOrasi, vagy roviden S-matrix a kimeng és a bejové amplitudokat koti ossze:

b1 aq
bQ = S a9 . (4 ]_7)
bs as
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A legaltalanosabb esetben, ha k vezeték csatlakozik a ballisztikus mintahoz, ny, ns, ... ng
haladé modussal, akkor S ny+mno+ - - - +ny sorral illetve oszloppal rendelkezd négyzetes
méatrix. Konnyen lathato, hogy annak a 7),., valosziniisége, hogy az n-edik moédusban
érkez6 elektron az m-edikbe szorodik megegyezik S megfelel§ matrixelemével:

Tonn = |Smnl” - (4.18)

Az eddigiek alapjan pedig a p < q, két vezeték kozotti atmeneti valosziniiség a megfelels
modusokhoz tartoz6 1), valoszintségek Osszege:

Tpeg= Y Tncn (4.19)

neq,mep

ahol tehat g és p a vezetékeket indexeli. Ebb6l az értelmezésbdl, valamint abbdl a kiva-
nalombol, hogy a (valoszintségi) dram az el6z6 fejezetben latott Kirchoff-torvény szertd
értelemben megmaradjon, adodik, hogy a szorasi matrix unitér:

STH=53 smnl* =) [smnl” = 1. (4.20)

n m

A félreértések elkeriilése érdekében fontos megjegyezni, hogy gyakran hasznaljak S helyett
azt az S" méatrixot, amelynek az elemei a megfelel§ sebességekkel az

S = \/UnUmSnm (4.21)

modon vannak sulyozva. (Ennek az az értelme, hogy a szort hullimokhoz kapcsolhatd
aram a sebességekkel aranyos.) Ahogyan az latszik is, ha S unitér, akkor S’ altalaban
nem az, igy az ebben a témaban irt szovegek olvasasakor figyelmet kell forditanunk arra,
hogy a szerz6k mit is értenek pontosan a szoérasi matrixon.

Roviden a Green-fiiggvényekradl

Ebben az alfejezetben roviden attekintjiik, hogy milyen Green-fiiggvények kapcsolhatok
az eddigiekben ismertetett szérasproblémahoz. Green-fliiggvényekkel a fizika igen sok te-
riiletén talalkozhatunk (elektrodinamika kapcsan érdemes a [9] konyvet kézbe venni), al-
talanosan azt mondhatjuk, ha egy rendszer R "valasza" valamilyen F' "gerjesztésre" egy
D differencidloperéatorral irhato6 le,

DR=F, (4.22)

és D invertalhato, akkor az R "valasz" a G = D! jeloléssel a
R=GF (4.23)

alakba irhat6. Leginkabb arr6l szokott sz6 lenni, hogy ha egy rendszert egy inhomogén
differencialegyenlet ir le, és ismerjiik a megfelel§ differencialoperator Green-fiiggvényét
(inverzét), akkor mar tetszéleges gerjesztés esetén kiszamithatjuk megoldéast. Miel6tt to-
vabblépnénk a kevésbé altalanos, cserébe kénnyebben értelmezhets példak felé, jegyezziik
mar most meg, hogy Green-fiiggvénye altaldban nem egy differencidloperatornak van, ha-
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nem — mondjuk igy — egy fizikai problémanak: ezekkel a fiiggvényekkel joldefinialt differen-
cidlegyenleteket tudunk megoldani, ahol tehat a megfelel6 peremfeltételek is adottak. Nem
kimondottan témankba vago, de szemléletes példaként gondoljunk egy lokalizélt, sztatikus
p(r) toltéseloszlasra, amelyet a ¢ skalarpotenciallal a Poisson egyenlet kot Ossze:

Ap=—L (4.24)

€0

Ekkor a szokésos eljaras az, hogy a potencialt a

¢(r):47:€0/|£(_y:3/|d3y (4.25)

modon szamitjuk ki, ahol az integralast arra a V' térfogatra terjesztjiik ki, ahol p nem
nulla. Ezt masképpen tugy is mondhatjuk, hogy

1 1

:E]r—r’]

G(r,r) (4.26)

a Laplace operator azon Green fiiggvénye, amely a ¢(0c0) =0 peremfeltételhez kapcsolodik.
A bevezetSben emlitett operator értelemben G, mint a Laplace differencidloperator inverze
egy p figgvényre a (4.25) egyenlet altal megadott modon ("integral értelemben") hat.
Erdemes hangstilyozni, hogy a (4.25) megoldas nem "a" potencial, ez pusztan egy konkrét
(jollehet a fizikai intuicionak megfelels) peremfeltételt teljesits ¢ fiiggvényt ad meg. Mas
peremfeltétel esetén mas lenne a Green-fiiggvény is. Visszatérve a (4.26) egyenlethez, az
is lathato, hogy ez tulajdonképpen azt mutatja meg, hogy egy, az ' pontba helyezett
"elemi gerjesztés" (esetiinkben a lényegében egy ponttoltés) milyen (a peremfeltételeknek
megfelel§) potencialt hoz létre az r pontban. Azaz a (4.26) fiiggvény — kissé nagyvonaltan
fogalmazva — a

NG(r,r")=0(r,7") (4.27)

egyenlet egy megoldasa, ahol § a Dirac-féle delta fiiggvényt (disztribuciot) jeloli, amelynek
tulajdonsagai természetesen biztositjak, hogy a (4.25) integral valoban megoldésa lesz a
Poisson egyenletnek.

Abban az esetben, ha visszatériink a szorasprobléméhoz egy adott £ energian, akkor
az el6z6 fejezetekben targyalt kozelitések keretein beliil a

Hyp—FE (4.28)
differencidloperator inverzét keressiik, ahol az (1.26) egyenletnek megfelelGen

hV+eA)?
Hepp = {%] +V +ep,. (4.29)

Inverz alatt most is azt értjiik, hogy megkeresends az a G(r,r’) fiiggvény, amellyel

(Hepp—E)G(r,7") = 6(r, 7). (4.30)
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Ez az egyenlet a jobb oldalon talédlhato "forras" tagtol eltekintve olyan, mintha egy G-re
vonatkozo hagyomanyos sajatértékegyenlet lenne. A Dirac-delta pedig egy "elemi gerjesz-
tés", igy G(r,7') tulajdonképpen azt a hullamfiiggvényt irja le az = helyen, ami egy 7’
helyrél szarmazo gerjesztés kovetkeztében jon létre. (Ahogyan a (4.26) Green-fiiggvény is
azt a potencialt irja le, amit egy ponttoltésnek megfelels elemi gerjesztés hoz létre.) A
peremfeltételek kapcsan tekintsiink most egy egyszertii példat, legyen

—h2 82
" om* 0x2’

1 (4.31)
ami egydimenzios szabad mozgést ir le az —oo < x < oo intervallumon. A Green-fiiggvény
meghatarozasara altalaban tobb modszer is hasznéalhatd, kdvessiink most egy elemi el-
jarast, ami azonban a némiképpen a formalizmus tartalmara is ravilagit. Fizikailag azt
varjuk, hogy az 2/-beli gerjesztés innen kiindulé hullamokat kelt mindkét iranyba; legyen
ezek amplitudoja AT és A~. Ekkor a haladasi iranyokat figyelembe véve irhatjuk, hogy

Gz, 2') = Ate*@=) g5 g/, (4.32)
Glz,2') = A=e =) g <o, (4.33)

A k= +2m*E/h valasztassal az amplitadoktol fiiggetleniil teljesiil a (4.30) egyenlet (az
értelemszert H.yr— H, cserével) mindenhol, kivéve, ha z=2". Itt (4.30) alapjan G folyto-
nos, derivaltja ugyanakkor ugrast szenved el, aminek a nagysaga 2m*/h*. Ezt felhasznalva
adodik, hogy At = A~ =im* /%K és igy

G(z,7') = GE(z,2') = —ie“ﬂw*x’\, (4.34)

ahol v = hk/m*. Fontos észrevenni, a

A n_ b —ikla—a|

G (z,2") = e , (4.35)
tn. avanzsalt (advanced) Green-fiiggvény matematikai szempontbol szintén megfelels len-
ne, de ez a megoldas a gerjesztési pont felé futo, ott elting hullamokat ir le, azaz a fizikai
intuicio altal helyesnek vélttsl eltéré peremfeltételekhez tartozik. Green-fiiggvények al-
kalmazasa soran el6fordulhatnak olyan esetek, amikor a G fiiggvényt kell hasznalnunk,
de az ebben a jegyzetben felmeriil6 kérdések esetén mindig elegendd lesz a G retardalt
(retarded) Green-fiiggvény alkalmazésa, ezért a tovabbiakban az index nélkiili G mindig a
retardalt fliiggvényt fogja jelenteni. Jegyezziik meg, hogy ha egy infinitezimalisan kicsiny
pozitiv 1 szammal azt irjuk, hogy

(Hepp—E—in) G(r,r") =0(r,r'), (4.36)

akkor megoldasként mindig a retardalt Green-fiiggvényt kapjuk, mig az n — 0~ esetben
G“4-hoz jutunk, azaz ilyen moédon a peremfeltétel belekodolhato a (4.30) egyenletbe. Az
is fennall tovabb4, hogy ha ismerjiik a H.ss operator osszes sajatfiiggvényét és sajatener-
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gt
Hep i = €10, (4.37)

akkor a {1} teljesnek tekintett fiiggvényrendszer szerint kifejthetjiik a (4.36) egyenletet,
és a sajatfiiggvények ortogonalitdsat kihasznalva azt kapjuk, hogy

bi(r)gi (r')
G(r,r') = —_— 4.38
=T, (1.35)
Az Osszegzés elvégzése nem mindig trivialis, ennek ellenére a fenti egyenlet gyakran jol
hasznalhatd a Green-fiiggvények kiszamitasara.

Vizsgaljuk most azt a kérdést, hogy a (retardalt) Green-fiiggvény ismeretében hogyan
hatarozhato meg a szoérasi matrix, és igy a transzmisszios valoszintiségeken keresztiil a ve-
zetGképesség. Ha a ballisztikus vezet6hoz olyan vezetékek kapcsolodnak, amelyek egyetlen
halad6 modussal rendelkeznek, akkor ez kérdés szemléletesen is megvalaszolhato. Tegyiik
fel ugyanis, hogy a p-edik vezeték egy pontjaban létrehozunk egy elemi gerjesztést, és
jelolje G, a Green fiiggvényt kiértékelve ezen pontban és a g-adik vezeték egy szintén
elére kivalasztott pontjaban. Az elemi gerjesztés a kiindulasi pontbol kiindulé hulldmokat
hoz létre, amelyek amplitudoja a vezetd felé halado iranyban legyen A™, ezzel ellentétesen
pedig A7 ,. A vezet§ felé halad6 hullam a szoras kovetkeztében eljut az Gsszes vezetékbe,
a g-adikba A+ps;q amplitudoval, ahol az esetlegesen eltérd terjedési sebességek miatt je-
lenik meg a (4.21) egyenlettel adott "modositott" szorasi matrix. Osszefoglalva tehat, azt
irhatjuk, hogy

Gpg = 5qu_p+A+ps;q. (4.39)

Ebben az egydimenzios esetben kihasznalhatjuk, hogy az el6z6 bekezdés alapjan A~), =
= A%, = —i/hv,, igy a végiil a (4.21) egyenlet felhasznalasaval az adodik, hogy

Spg = —Opq + 1N\ /Vp0 G pq. (4.40)

Ez az egyenlet teremt tehat kapcsolatot egymodusi esetben a szorasi matrix és a Green-
fiiggvény kozott. Ha a vezetékekben tobb modusban is terjedhetnek a hullamok, akkor
G, transzverzalis (y) irdnytol valo fliggése mar lényeges lesz, és arra juthatunk [10], hogy
1

Gq(Yps Yg) = Z T h oo (Grm + Snm) X (Yp) Xim (Yg ) (4.41)
UpUq

meq,nep

ahol a 3.1 alfejezetben megismert x transzverzilis fiiggvények jelennek meg. Ezek ortogo-
nalitasat kihasznalva a fenti 6sszefiiggésbdl kifejezhetSk az egyes modusok kézotti szorasi
matrixelemek:

Snm = —Onm +iN7/TpUq / / X (Yp) Xom (Y) Gog (Yp> Ya) dypdyq- (4.42)

A fenti (4.40, 4.42) egyenleteket Fisher-Lee relacioknak szokas nevezni [10], és a legfonto-
sabb kovetkezményiik az, hogy ha meghatirozzuk a retardalt Green fiiggvényt a ballisz-
tikus mintaval érintkez6 vezetékek egy-egy keresztmetszetére, akkor végsé soron minden
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fizikailag érdekes kérdést képesek lesziink megvalaszolni.

Diszkrét modell

Tekintsiik most azt a gyakorlati szempontbdl fontos kérdést, hogyan is lehet meghatarozni
a szamitasokhoz sziikséges retardalt Green-fiiggvényt. Altalanossagban az mondhato el,
hogy kiilonleges (és szép) specialis esetektdl eltekintve nem lehetséges konnyen analitikus
megoldast talalni. A tovabbiakban egy olyan numerikus eljarast vazolunk, ami elvben
mindig megoldhatova teszi a feladatot. A modszer lényege, hogy a folytonos x,y koor-
dinatak helyett diszkrét pontracsra képezziik le a probléméat, és igy fiiggvények helyett
méatrixokkal dolgozunk, amik méar jol kezelhetSk szamitogéppel.
Els6ként tekintsiink egy egydimenzios, a

—n? 92
- 2m* @

2 + U($) (4.43)
Hamilton operatorral adott probléméat. Az x folytonos koordindta helyett vegyiink most
rj=ja, (j egész) diszkrét pontokat, és irjuk at a differencidlegyenletet ezen az egydimenzios
racson (azaz lancon) értelmezett differenciaegyenletté. (Az eljarast, amelynek pontossiga
erGsen fiigg az a tavolsdg megvalasztasatol, gyakran véges differencidk modszerének is
hivjak.) Egy f, a lancon értelmezett probafiiggvényt tekintve tehat a

[Haflomja (4.44)

mennyiségeket kell tehat meghataroznunk. A példa kedvéért a legegyszertibb standard
differenciaoperatort alkalmazva

[ﬂ} = (a2t ), (4.45)

dx?

ahol f; = f(z = ja). Igy H, hatasa a diszkrét pontokban értelmezett f fiiggvényen mat-
rixszorzas alakba irhato:

[Hafl,—jo = Z Hji fi, (4.46)
ahol t = % és
Ui —|—2t, ha ] = i,
0 egyébként.

A végtelen méatrix tehat csak a f6atloban, illetve az alatt és folott tartalmaz nem nulla
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elemeket :

U_1+2t —t 0

Hy=| - =t Up+2t —t - |. (4.48)

0 —t Ui +2t

Mivel ez pontracson értelmezett Hamilton operator formai szempontbél hasonlé ahhoz a
szilardtest illetve molekulafizikai modellhez, ami a magokhoz szorosan kot6dé elektronok
feltételezésével él, hasznalatos a szoros kotést (tight binding) Hamilton operator elnevezés
is. Ebben a matrixos formaban a Green-fiiggvények is valojaban métrixok,

G(’I‘, ’l“l) — Gij = G(’I‘i, Tj), (449)

és az Gket meghatarozo inverzképzést is méatrix értelemben értjiik, azaz pl. a retardalt
esetben

(Heps—E—in) G =1, (4.50)
ahol tehat a jobb oldalon az egységmatrix jelenik meg. A tovabbiakban G alatt mindig
racson értelmezett fiiggvényt értiink.

Ballisztikus
vezeto

1. vezeték 2. vezeték

16. abra. A szorasprobléma kétdimenzios racsmodellje.

Ha a korabbiakban vazolt alapproblémara gondolunk vissza (vezetékekkel érintkezs
ballisztikus minta), akkor a diszkrét eset a 16. abran lathaté racsnak felel meg. Bar a
fentiekben csak a lancszertd racs esetét részleteztiik, az eljaras konnyen atvihets az abran
lathato kétdimenzios esetre is, ekkor az (1.26, 4.29) egyenletekkel adott Hamilton operator
méatrixelemei a (négyzetes) racson a kovetkezdk lesznek:

UZ' —|—4t, ha i = j,
[Hepsliy =4 —tiss ha i és j szomszédos pontok, (4.51)
0 egyébként.
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Ebben az egyenletben »

tij = tew, (452)
ahol a vektorpotencialt a két pont (r; és r;) kozott felaton ((r;—r;)/2-ben) kell kiértékelni,
és uténa szorozni skalarisan a (r; —r;) kiilonbséggel [1].

Ha a (4.50) egyenlet alapjan szeretnénk most a Green fiiggvényt meghatarozni, a 16. ab-
ra szerinti geometria esetén szembesiiliink azzal a numerikusan nehezen kezelheté prob-
léméval, hogy a vezetékek miatt elvben végtelen matrixokat kell invertalunk. Ha az elsG
otletet kovetve egyszertien "elegendGen nagy" méatrixokat vennénk (azaz a végtelen racsot
a vezetdtdl tavol vagnank el), nem kapnank helyes eredményt, mert a hullamok minden-
képpen visszaverGdnének a mesterségesen beillesztett végfeliiletekrsl. A feladat azonban
— végiggondoltabb modon kivitelezett "levagassal" — végessé, és igy megoldhatéva redu-
kalhato. A hozzaallas lényege, amit a 17. dbra szemléltet, az, hogy lehetséges pusztan a
vezet§ Green-fiiggvényére koncentralni, csak ez fiigvény nem pontosan az lesz, mint amit
izolalt minta esetén kapnank: a vezetékek hatasara az invertalando (immér véges) matrix
megvaltozik az érintkezési feliileteken.

Ballisztikus Ballisztikus
vezetd vezetd

1. vezeték 2. vezeték

1. vezeték hatasa
geesseeeses
2. vezeték hatdsa

17. abra. Racsmodell végessé redukalasa a vezetékek szepének figyelembe vételével.

Az egyszertiség kedvéért tekintsiink most pusztan egyetlen vezetéket, amit p-vel inde-
xeliink. (A fizikailag érdekesebb, tobb vezetéket tartalmazo eset egyszeri altalanositasként
adodik majd a késGbbiekben.) A racspontok megfelel§ sorrendd szamozasaval az inverta-
landé (egyelGre végtelen) méatrix a kovetkezd alaku:

(E+in)l—H T -
G:( N " opilm ) (4.53)

ahol a 7 csatolo matrix pusztan a minta és a vezeték illeszkedési hataran nem 0, a legegy-
szeriibb esetben itt konstans (—t.) A H, operator a vezeték, H, pedig a minta Hamilton
operatora. A pozitiv és infinitezimalisan kicsiny 7 biztositja a peremfeltételt (retardalt
Green-fiiggvény) a vezetékben, de magaban a mintaban — ahogyan azt nemsokéara latni
fogjuk — nincs sziikség ilyen jellegii valtoztatasokra.

Ha most a fenti inverz egyes részmatrixait elnevezziik a szerint, hogy szorzaskor mely
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pontokra hatnak, irhatjuk, hogy

G, Gom \ E+inl—H T -
G:(GW’ZP Gf;) ;:(( 7% » El—pHv) | (4.54)

A matrixszorzas szabalyai alapjan kapjuk, hogy
-1
Gm=[El—Hy—T7lglin,] (4.55)

ahol
gf =[(E+in)1—H,)™ (4.56)

az onmagadban dllo vezeték retardalt Green-fliggvénye. Mivel a csatoldo 7 matrix csak a
hatarfeliileten nem tiinik el (7; ; =0, kivéve ha ¢ =p; a p vezeték végpontja és j vele szom-
szédos, a mintan beliili pont), abban az egyszert esetben, amikor a nemzéré matrixelemek
megegyeznek —t-vel, azt kapjuk, hogy

R 27 R
ahol tehédt p; és p; a vezeték hatarpontjai, ¢ és j pedig a mintan beliili kozvetlen szom-
szédaik. Ha nem csupéan egyetlen, eddig p-vel jelolt vezeték van, akkor a minta Green-
fiiggvényéhez mindegyikiik a fenti moédon jarul hozz4, igy végiil a témaban szokasos jelo-
lésekkel irhatjuk, hogy

G =[E1—H, —%%] ", (4.58)

ahol
YR _ Z Zﬁ, [25] . [tQQﬂpmg‘ . (4.59)
p

Vegyiik észre, hogy a (4.58) egyenlettel adott Green-fiiggvény mar egy véges matrix
inverze, igy numerikusan szamolhato. Pontosan ennek a fiiggvénynek a vezetékek illeszke-
dési pontjain felvett értéke hatarozza meg a (4.40, 4.42) Fisher-Lee relaciokon keresztiil a
szOrasi matrixot, amibdl pedig a vezetSképesség mar kiszamithaté. Fontos tovabba, hogy
a (4.58) Green-fiiggvényt kizelitések nélkil kaptuk, az tehat a végtelen vezetékek szerepét
egzaktul veszi figyelembe, legalabbis a diszkrét modell keretein beliil. Tovabb vizsgalva
a (4.58) egyenletet, lathatjuk, hogy a vezetékekben hasznélt, a peremfeltételt biztosito n
szerepét G,,-ben a L tag veszi at. Ezt gy tekinthetjiik, mint egy effektiv Hamilton ope-
ratort, ami vezetékekhez valé csatolast veszi figyelembe (gyakran haszndlatos a vezeték
"sajatenergiaja" kifejezés rajuk). Ha a modell pontositasa érdekében pl. az elektron-fonon
kolecsonhatast is figyelembe szeretnénk venni, akkor hasonlo jellegti tagot kellene még hoz-
zdadnunk a minta Hamilton operatordhoz. Fontos azonban fejben tartani, hogy mig az
ilyen jellegii modositasok altaldban csak kozelitéleg adnak szamot adott esetben a fononok
hataséarol, addig a vezetékek sajatenergidja azok szerepét pontosan veszi figyelembe.

Végezetiil szenteljiink figyelmet a vezetékek befolydsat kifejezs L tagnak. A (4.58)
egyenlet viszonylag kevés gyakorlati jelentGséggel birna, ha ¥ #-et nem tudnank megha-
tarozni. A fentiekben arra jutottunk, hogy Ef lényegében a p-edik, izolaltnak tekintett
vezeték Green-fiiggvénye, pontosabban ennek a tagnak az ¢, j-edik matrixeleme gf megfe-
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lel§ (i-vel és j-vel szomszédos) hatarpontokban felvett értékével ardnyos. A fontos észre-
vétel itt az, hogy (a gyakorlati szempontbol is fontos) viszonylag egyszerii alakt vezetékek
esetén gf kiilénosebb nehézség nélkiil kiszamithato. Részletes levezetés nélkiil &lljon itt
példaként egy, a magneses tér hatasatol mentes, egyenes, félig végtelen (a "mésik, vé-
ges" felével a mintaval érintkezs) vezeték retardalt Green-fiiggvénye az érintkezési feliilet
pontjaiban:

1 .

[95] pip; Tt Z Xm(pi)Xm(pj)elkma7 (4.60)
ahol bizonyos transzverzalis fiiggvények esetén meég az Osszegzés is elvégezhets. Erdemes
ezen a ponton elgondolkodni azon, hogy pl. a fenti Green-fiiggvény milyen peremfeltételek-
nek felel meg. Ez a kérdés azért meriil fel, mert a teljes probléma (beleértve a vezetékeket
és a mintat is) elvben végtelen kiterjedésti, igy elegendd pusztan a retardaciot megszabni
peremfeltételként. A félig végtelen vezeték esetén azonban mesterségesen bevezetiink egy
hatarfeliiletet, amin meg kell mondanunk, hogyan viselkedjen a megoldas. (A fenti példa
a "rogzitett" vég esetének felel meg.) Ugyanakkor, pontosan ennek a hatarfelilletnek a
mesterséges volta miatt, fizikailag azt varjuk, hogy a mérheté eredmények nem fiiggnek
a peremfeltétel megvalasztasatol. Ha a (4.60) fliiggvényt visszairjuk a (4.58) egyenletbe,
akkor két kiilonb6z6 p és ¢ vezeték kozotti transzmisszios valoszintiség a (4.42) Fisher-Lee
relacio felhasznalasaval a kovetkezé kompakt alakot 6lti:

Ty =Tr [[,GnI,GL], (4.61)
ahol tehat a szogletes zarojelben szerepldo matrix atlososszegét kell venni, tovabba
r=i o8- (=], (4.62)

Ennek ismeretében mar kénnyen megmutathat6, hogy ha pl. a (4.60) egyenlettel adott
Green-fiiggvény helyett az érintkezési feliileten "szabad vég" peremfeltételhez tartozd
fiiggvényt vennénk, a transzmisszios valoszintiségek nem valtoznanak.

Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy ha elegendé szamitasi kapacitas all rendelkezé-
stinkre, akkor az ebben a fejezetben véazolt modszer, ami végiil a (4.61) egyenlethez ve-
zetett, jol alkalmazhato a transzportfolyamatokkal kapcsolatos problémak széles korében.
Nyilvanvalo esztétikai hatranya, hogy teljesen numerikus, de ezt messze feliilmuljék hasz-
nalhatosagabol fakado elényei. A modszer tovabbi pozitivuma, hogy viszonylag csekély
valtoztatasokkal alkalmassa tehets olyan problémak leirasara is, amikor az eddig elhanya-
golt elektron-elektron és fonon-elektron kolcsonhatasokat is figyelembe kell venniink.
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5. fejezet

Alkalmazasok

Az eddigiekben targyalt eljarasok valtozatos fizikai rendszerek leirdsara alkalmasak, ebben
az utolso fejezetben néhany példat lathatunk a lehetséges alkalmazéasokra. Els6ként olyan
heterostruktirakat vizsgalunk, amelyek transzmisszidja spinfiiggs, és igy a spin szabadsagi
fok manipulélasara is alkalmasak lehetnek. Ezutan pedig a mar tobbszor emlitett kvan-
tumos Hall-effektusrol lesz sz0, megvizsgaljuk, hogy erGs mégneses terek esetére hogyan
alkalmazhat6 az el6z6 fejezetekben vazolt elméleti leiras.

5.1. Spin-palya kolcsonhatas, spinpolarizacid

Az elektronok leirasara hasznalatos relativisztikus elmélet a Dirac egyenleten alapul [11].
Az egyenlet egyik, 1/c szerinti sorfejtéssel lathatova tehetd (masodrendii) kévetkezménye,
hogy kiils6 E elektromos térben torténé mozgas esetén a Hamilton operatorban megjelenik
egy tag, ami a P impulzus mellett az S spint is tartalmazza:

eh

Hso=—5—==
2m2c?

S(ExP). (5.1)

Atomfizikdban (centralis V(1) potencidlban mozgé elektron esetén) ez az operator az

eh 1dV

L RA~] .
2m2c? R dRS (5:2)

alakot 6lti, ahol L az impulzusmomentumot jel6li, innen szarmazik a spin-palya kolcson-
hatés (spin-orbit interaction) elnevezés. Ez a tag felelgs az atomi spektrumok finomszer-
kezetéért.

Az (5.1) egyenletre visszatérve, azt latjuk, hogy adott E esetén a kolesonhatas fiigg
egyrészt a mozgas iranyatol és sebességétsl (P), masrészt pedig a spin iranyatol (S).
Kiils6 magneses tér hatasat felidézve ugy is fogalmazhatunk, hogy E x P lényegében ef-
fektiv magneses térnek tekinthets, ami spinprecessziot idéz el. Azt is szokds mondani,
hogy a kiils6 elektromos tér a mozgo elektron vonatkoztatési rendszerébdl a térerGsségek
relativisztikus transzformacioja kévetkeztében részben magnesesnek latszik, és tulajdon-
képpen ez a spin-palya kolcsonhatas oka. A beszédmodtol fiiggetleniil azt mindenképpen
hangsilyoznunk kell, hogy ez a kdlcsonhatés eredendGen relativisztikus effektus.
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Felidézve, hogy heterostruktirakban létrejovG kétdimenzids elektrongazt elektromos
jellegti erék préselik egy vékony rétegbe, nem meglepd, hogy a spin-palya kolcsonhatas
ilyenkor jelentGs szerepet jatszik. A jelenség gyakorlati szempontbol is érdekes vonatkozasa
az, hogy az (5.1) egyenletben szereplé E természetesen az adott helyen jelen 1évs, mérhetd
térerGsséget jelenti, ha tehat a vezetd feliiletére elektrodakat helyeziink, akkor ez az E
valtoztathatd. Végsd soron tehat ilyen rendszerekben a spin-pélya kolesonhatéas erdsségét
egy kisérleti elrendezésben ellenérzés alatt lehet tartani, elére meghatarozott nagysagura
lehet &llitani (nyilvan bizonyos keretek kozott). Mivel pontosan e miatt a kolcsonhatas
miatt lesz a transzmisszié spinfiiggd, valojaban itt arrél van szo, hogy kapufesziiltségek
bedllitasaval lehet azt szabalyozni, hogy mi torténjen a bejéve elektronok spinjével, miutan
elhagyjak a berendezést.

Egy konkrét példat tekintve, térjiink vissza a 4.1 alfejezetben mér vizsgalt kvantum-
gytriire, de most legyen jelen spin-palya kolcsonhatés is, és vegyiink a 18. Abranak megfe-
lel6 geometriat, ahol tehat az elektronok két vezetéken keresztiil is elhagyhatjik a gytriit.
Ekkor a gytird Hamilton operatora a spin-péalya kdlcsonhatas miatt nem pusztén egy dif-

\Plll ((Plll ) \Pz (xZ)

¥, (xs )

\Pll ((Pll )

\ g (xl)

¥ ((PI)

18. abra. Geometria és jelolések két kimenettel rendelkezé kvantumgytirid esetén,
amelyben spin-pélya kolcsonhatas is jelen van.

ferencidloperator, hanem egy 2 X 2-es méatrix, amelynek elemei a differencidloperatorok.
Az (5.1) egyenlet egydimenzios alakjanak figyelembe vételével az adodik [12], hogy ekkor

wQ

2
(—iﬂ—i—i(% cos ¢+ o, sin gp)) : (5.3)

dp 292

ahol a Pauli matrixok jelennek meg, tovabba hQ=h?/2m*a? és w jeldli azt a frekvencia di-
menzioju mennyiséget, ami a spin-palya kolcsonhatas erdsségét adja meg, és valtoztathato
kiilst tér alkalmazéséaval. Ez az operator az 1.1 fejezetben bevezetett spinallapotok terén
hat, csak most a kétallapotu spinorok helyfiiggéssel rendelkeznek: spinor értéki hullam-
fiiggvényekrol beszélhetiink. Az (5.3) Hamilton operatornak megfelels sajatértékegyenlet
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analitikusan megoldhato, a
E=n0Q [*—prw+1/4], p==1, w=/14(w?/Q?) (5.4)

sajatenergiak négyszeresen degeneréltak lesznek. Ez abbol ad6dik, hogy minden energia-
hoz két ellentétes spinirany tartozik, és egy adott sajatspinorhoz is kétféle, az éramutato
jarasaval megegyezd, illetve azzal ellentétes aram tartozhat. Maguk a sajatallapotok is
felirhatok analitikus alakban, szemléletesen a 19. Abra mutatja az irdnyukat a spin-palya
kolcsonhatas két értékére. Amint latjuk, ezen spinorok iradnya tgy valtozik a gytird men-
tén, mintha egy kup feliiletén elhelyezkedd vektorokat latnank, ahol a kap nyilasszoge a
spin-palya kolcsonhatas erésodésével novekszik.

W

19. abra. Sajatspinorok kvantumgytirtiben. Az abra az (5.3) Hamilton operator
sajatspinorjainak az iranyat mutatja a gytri mentén. A spin-palya kolcsonhatas a jobb
oldalon lathato esetben az er&sebb, a kiilonb6z6 szinek pedig az egymaéssal ellentétes
irdnyu spinorokat jelolik.

Ha az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy a vezetékekben nincs spin-palya koleson-
hatas, akkor innentdl kezdve szinte ugyanigy jarhatunk el, mint a a 4.1 alfejezetben. A
kiilonbség pusztan abbol fakad, hogy a hullamfiiggvények most spinor értéktek. Igy a
vezetékek csatlakozasi pontjainédl az illesztések elvégzése folyaman mindkét komponens
folytonossagat biztositanunk kell, és a valoszintiségi aramstriiségek kiszamitasat is en-
nek megfelelGen kell elvégezni [13]. Végeredményben azonban ebben az esetben is linearis
egyenletrendszert nyeriink, ami tobb egyenletbdl all ugyan mint a spin nélkiili esetben, de

még mindig papiron-ceruzival megoldhato. Ez azt jelenti, hogy tetszGleges bemend (}CT)
!

spinor értéki hullamfiiggvény esetén meg tudjuk mondani, hogy mi a reflexio és az egyes
kimend vezetékekbe valo eljutas valoszintisége, és ha az elektron egy adott vezetéken ke-
resztiil hagyja el a rendszert, akkor milyen irdnyu a spinje. Természetesesen a bejovs és a

kimend allapotokat
t’l’b
(") <fT> — <L)’ 5.5
7 i (5.5)

modon dsszekapesolo T, T3 mennyiségek most nem pusztan komplex szamok, hanem
2 % 2-es matrixok. A fenti egyenlet nyilvan arra ez esetre vonatkozik, ha a gytrthoz ér-

93



ALKALMAZASOK

kezG elektronok teljesen spinpolarizaltak, azaz onmagiban a spin szabadségi fokot is egy
kvantummechanikai tiszta allapottal jellemezhetjiik. Amennyiben nem ez az eset all fenn,
azaz az 1.1 fejezet szerint p,. stirtiségoperatorral kell jellemezniink a bejovs spinéllapotot,
akkor a fenti matrixok hasznalataval azt irhatjuk, hogy az egyes kimend vezetékeken at
tavozo elektronok spinjét a

P =Ty (T0)' (5.6)

stirtiségoperatorok irjak le. Ezek alapjan természetesen tetszéleges spinallapottal rendel-
kez6 bemend elektron esetén kiszamithatok a transzmisszios valoszintségek, de ennél fi-
nomabb részleteket is megtudhatunk a rendszerrél. Példaként tegyiik fel azt a kérdést,
hogy el6fordulhat-e, hogy ez a két kimenettel rendelkezd eszkdz polarizatorként miikodik,
azaz lehetséges-e az, hogy p. ardnyos az egységmatrixszal, ugyanakkor p; vagy ps mar
spinpolarizalt allapotot ir le? Az 5.6 egyenlet alapjan matematikailag ez azt jelenti, hogy
olyan paramétereket (geometriat és spin-palya kolcsonhatés erésséget) keresiink, amelyre

a T™ (T(”))T méatrix determinansa elttinik. Erdekes modon az adodik, hogy talalhatok
ilyen paraméterek, még ugy is, hogy kozben a bejévs vezetékbe vald visszaver§dés valo-
szintisége elhanyagolhatoan kicsi. A jelenség fizikai magyarazatat akkor érthetjiik meg a
legjobban, ha a bejové teljesen polarizilatlan spindllapotot a gytrtre jellemz& két sajat
spinirany inkoherens Osszegének tekintjiik, és a gylrd mentén felrajzoljuk, az ezeknek sa-
jatiranyoknak megfelel6 (nem normaélt) valoszintségi strtiségeket. Egy konkrét esetre ezt
mutatja a 20. dbra. Ez alapjan azt szlirhetjiik le, hogy a polarizéicios effektus fizikai magya-

20. 4bra. A spinpolarizéacios effektus szemléltetése kvantumgytrtben.

rédzata a térbeli szabadsagi fokok interferencidja: Egy adott kimeneten az egyik spinirany
megtalalasi valosziniisége az egymassal szemben haladé hullamok destruktiv interferenci-
aja miatt nulla, az ellentétes iranyu spinorhullamok viszont konstruktivan interferalnak
itt. Igy ebben a kimend vezetékben pusztian a masodik iranynak megfelels tiszta allapot
jelenik meg. Ez az effektus tehat polarizalt spinnel rendelkezG allapotok elGallitasara is
alkalmas lehet.

Osszefoglalva, ebben a fejezetben arra lattunk példat, hogy spinfiiggii problémak ese-
tén hogyan hatarozhatok meg a transzmisszios matrixok. Konkrétan a spin-palya kdleson-
hatas kovetkeztében 1étrejévé transzmisszios tulajdonsagokat tanulmanyoztuk két kime-
nettel rendelkezé kvantumgyitiriikben, és azt lattuk, hogy ezek az eszkozok alkalmasak
lehetnek spinpolarizalt allapotok elGallitasara.
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5.2. Kvantumos Hall effektus

A korabbi fejezetekben mar tobbszor érintettiik azt a kérdést, hogy mi torténik abban az
esetben, ha lényegében sikban mozgo6 elektronokra az aramot létrehozo6 elektromos téren
kiviil a sikra merdGleges magneses mezd is hatast gyakorol. Klasszikus leiras esetében ekkor
korpalyak létrejottét varjuk, kvantumosan, ahogyan a 3.1 fejezetben lattuk, Landau-nivok
jonnek létre. Szélesebb vezetGk esetén azonban a 3.1 fejezetbeli parabolikus transzverzalis
potencidl mar nem igazan jo kozelités, a keresztmetszet kdzepén sokkal laposabb, valy-
szerld potencialt varunk, olyasmit, amit a 21. Abra mutat. Ilyen, a széles vezetk leirasara

A A A

’ o Y A

i
X (a terjedés irnya) " ( F >
]

\_\

21. adbra. A transzverzalis potencidl vazlata szélesebb vezetGk esetén. A jobb oldali abran
a sajatenergiak kozelits értéke lathaté a hullamszamvektor o komponensének a
fiiggvényében.

hasznalhato potencial esetén a sajatértékprobléma altalaban nem oldhaté meg analitiku-
san, ezért kozelitéseket kell alkalmaznunk. A jelenség megértéséhez elegends, ha abbol
indulunk ki, hogy ekkor a vezetd keresztmetszetének a kozepén lényegében mintha nem
is lenne kiils6 potencial, azaz a 3.1 fejezet alapjan itt a sajatallapotok

[n, k) = €™ X (g +ar) (5.7)

alaktak, ahol

k@) = FPHAD), =) = Vo Ayt ), = (5.8)

. B ik s
és w, = % A megfel6 sajatenergiak

B(n, k)= (n+ 5 )h. (5.9)

Kozelitésként a kiils§ potencidlt most perturbécidoszamitassal vessziik figyelembe. Legala-
csonyabb rendben

E(n, k)= (n—i—%)hwc—ﬂn, kE|U(y) n, k). (5.10)

Az oszcillator sajatfiiggvényeit felidézve mondhatjuk, hogy minden |n, k) allapot az y
pont koriil centralt hullamfiiggvénnyel irhat6 le, amelyek térbeli kiterjedése h/mw.-vel
becsiilhets. Ha feltessziik, hogy U gyakorlatilag konstans ekkora tavolsagon, akkor adodik,
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hogy .
E(n,k)=(n+ E)hwc—FU(yk), (5.11)

azaz a sajatértékek k-fiiggésében lényegében a potencial tiikrozédik, ahogyan a 21. &b-
rén is lathato. A minta kozepén tehat lényegében a potencidlmentes eset Landau-nivoit
latjuk, amelyek hw. 1épésekkel kovetik egymast, a széleken azonban sokkal kisebb lehet
a szomszédos allapotok kozotti energiakiilonbség. A kvantumos Hall-effektus szempontja-
bol ezek a "széli allapotok" (edge states) kiemelkedd jelentGségtiek lesznek. Ezért érdemes
megvizsgéalni, hogy ezekhez az allapotokhoz milyen dram tartozik. Ehhez szamitsuk ki a
v(n, k) sebességeket, amelyek a korédbbiakhoz hasonloan a diszperzios relacié k szerinti
derivaldsavak kapunk:

oy = LOEG) _ 10U _ 10U() 0w _ 1 0U(w)
" h 0k R Ok  h Oy Ok eB Oy

(5.12)

Ebbdl azt 1athatjuk, hogy azok a széli dllapotok, amelyek transzverzalis irdnyt centruma a
minta ellentétes oldalan van, ellentétes iranyt aramot is hordoznak. Igy szemléletesen azt
szokas mondani, hogy kvantumos Hall-effektussal 6sszefiiggé nagy elektron mozgékonysag
arra vezethets vissza, hogy az ellentétes iranyta aramot képvisels "szembe halado" elektro-
nok gyakorlatilag "nem taldlkoznak", hiszen jellemzdéen a minta kiilonbo6z6 széleihez kozel
haladnak. Ezt lathatjuk a 22. abran.

A p, potenciallal egyensilyban |,
lévo széli allapotok

/\

l a
[

R

|l
.
>

P

A n, potenciallal egyenstilyban
lévé szé€li allapotok ’ .
1. Erintkez6 2. Erintkez6

22. abra. A "széli allapotok" szemléltetése.

A 3.2 fejezet megfontolasait felidézve, ha "visszaverddésmentes" érintkezGket felté-
teleziink, akkor az adbra szerint a jellemzGen a minta fels6 részén talalhato, balra folyo
aramot leird széli allapotok a jobb oldali érintkez6 o, az ellentétes irdnya aramot vivék
pedig a 1 kémiai potenciallal vannak egyensilyban. Alacsony hémérsékleten a kisebb
kémiai potencialnal is alacsonyabb energidkra lényegében minden allapot betoltott, azaz
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a vezetési jelenségekért lényegében a i és o kozotti tartomény a felelés. Az energianivok
a 21. abran lathato k-fiiggése miatt az ebbe az energiatartomanyba esd allapotok M szama
megegyezik a minta kézepén betoltott Landau-nivok szamaval, azaz a vezetésben minden
Landau-nivonak megfelel§ széli allapot részt vesz, ezek jatsszak most a 3.2 fejezet halado
hullamot leir6 modusainak a szerepét. Igy alacsony hémérsékleten az atfolyé aram:

2e
I'=—M(pz = ). (5.13)
Ez alapjan a Hall-ellendllas:
Vi h
-2 __ " 14
= =500 (5:14)

Jegyezziik meg, hogy a 22. 4bra alapjan lathato, hogy ebben a két érintkezGt tartalmazo
geometridban Ry legegyszertibben a hosszanti iranyban mérhetd, és a minta atellenes ol-
dalai k6z0tt ugyanannyi a fesziiltségkiilonbség, mint a két érintkez6 kozott. A minta egy
adott oldala mentén ugyanakkor allandé a potencial, igy a longitudindlis V; fesziiltség
nulla és igy a Ry =V, /I ellenallas is eltiinik. Ha a transzverzalis fesziiltséget expliciten
mérni szeretnénk, akkor a 12. 4bran lathatéo modon négy érintkezét kell a mintahoz kap-
csolni. Ekkor az elméleti leiras a 3.2 fejezet mésodik felében véazolt Landauer-Biittiker
formalizmus felhasznaldsaval megerdsiti azokat az eredményeket, amelyeket a 22. abra
leegyszertisitett geometridja alapjan kaptunk: A longitudinalis ellenallas nulla, Ry pe-
dig h/2e* egységekben "kvantalt", azaz Ry mint B fiiggvénye konstans, amig a betoltott
Landau-nivok szama nem valtozik, ha pedig egy tijabb nivo valik betdltotté, akkor hirtelen
megvaltozik, h/2e?-nyit ugrik. Jegyezziik meg, hogy erés magneses térben Ry szilardtest-
fizikaban szokatlanul pontos modon veszi fel az (5.14) egyenlettel adott diszkrét értékeit,
a relativ hiba jellemzéen 107° nagysagrendi. Ez tehat annak koszénhetd, hogy az ellenté-
tes iranyban foly6 dramot jelentd elektronok a minta atellenes szélei mentén folynak, igy
az elektron-elektron kolcsonhatasbol adodo, az impulzus elGjelének megvaltozasaval jaro
visszaszorasi jelenségek igen ritkak.

Az eddigi leiras soran feltételeztiik, hogy a Fermi-nivo a vezetd belsejében két Landau-
szint kozé esik, és alatta M szamu Landau-nivé talalhato. A magneses tér novelésével —
mivel a szintek kozotti energiakiilonbség B-vel ardnyosan novekszik — M csokken, igy Ry
novekszik. Realisztikusnak tekinthetd 2 x 1011 /cm? elektronsiiriiség esetén 8 Tesla kornyé-
kén mar elérjiik az M =1 esetet, ekkor tehat Ry a fentiek alapjan maximalis (25,8128 k2,
ahol a korabbiakhoz képest egy kettes faktor a spin szerinti Zeema felhasadasbol adodik).
Ennél nagyobb tereknél a fenti, egyelektron modellen alapulé szdmitésok alapjan mar
nem varjuk tjabb platok létrejottét az Ry (B) fiiggvényben. Fontos azonban megemliteni,
hogy a kisérleti tapasztalat ezzel ellentétben azt mutatja, hogy nagyon tiszta mintakban
igen er6s magneses terek esetén az

h
Ry =— 5.15
1=, (5.15)
formula érvényes, ahol p egész szamok hanyadosa, pl. %, % Ezt a viselkedést a tort kvantu-

mos Hall effektusnak (fractional quantum Hall effect) szokas nevezni, megkiilonboztetendd
az eddigiekben targyalt esettdl, ahol M egész volt (integer quantum Hall effect). A jelenség
magyarazata tilmutat az egyelektron kozelités (és igy jelen jegyzet) keretein, a megfelels
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kollektiv allapotok és gerjesztéseik figyelembe vételével targyalhato [14].

28



Osszefoglalas

Ez a jegyzet a Szegedi Tudoményegyetem Elméleti Fizikai Tanszékén tartott azonos cimd
el6adéashoz irodott. Témaja egybeesik azokal a kérdésekkel, amelyeket a szerzd a legutob-
bi négy-6t évben vizsgalt, a tapasztalatok alapjan elmondhato, hogy az itt leirtak elsa-
jatitasa alapul szolgidlhat nanoeszkdzok transzportfolymatainak akar tudoméanyos igényt
tanulméanyozasahoz is. Ugyanakkor a viszonylag részletes bevezets részek és a targyalas
modja alapjan azon hallgatok szaméra is hasznos lehet, akik els6 korben pusztan bizo-
nyos gyakran emlegetett jelenségek (pl. a kvantumos Hall effektus) tagabb kontextusara
és fizikai hatterére kivancsiak.

Az itt részletezett elmélet az egylektron kozelités keretein beliil marad, megmutattuk,
hogyan irhat6 &t ballisztikus vezetGk esetén a vezetGképesség meghatarozisanak a kérdése
kvantummechanikai szorasproblémava, és milyen modszerek hasznalatosak az ilyen jelle-
gl kérdések kezelésére. Részletesen kitértiink a diszkrét racsmodellek kezelésére, amelyek
gyakorlati szempontbdl kiemelt jelentGségtiek, nem pusztan azért, mert igy numerikusan
kezelhet&vé valnak a problémak, hanem azért is, mert ez a modszer viszonylag kénnyen
atvihetG a nemegyenstlyi esetre is, amikor akar az elektron-elektron kolcsonhatas is figye-
lembe vehet. Igy a jegyzet egy olyan bevezetének tekinthetd, amely alapjan a téma 6
kérdései és az alkalmazott modszerek elsajatithatok.

Foldi Péter
Szeged, 2008.
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